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Abstract 



In this diploma thesis we discuss the deformation theory of Lie algebroids and 
Dirac structures. The first chapter gives a short introduction to Dirac structures on 
manifolds as introduced by Courant in 1990. We also give some physical applications 
of Dirac structures. In the second chapter we present the deformation theory of 
Lie algebroids following a recent work of Crainic and Moerdijk. We discuss the 
subject from three different points of view and show the equivalence of these different 
interpretations. In the third chapter we give definitions for smooth and formal 
deformations of Dirac structures on Courant algebroids. To investigate the formal 
theory, we write the Courant bracket with the use of the Rothstein super-Poisson 
bracket as a derived bracket. As the main result we show that the obstruction for 
extending a given formal deformation of a certain order lies in the third Lie algebroid 
cohomology of the Lie algebroid given by the undeformed Dirac structure. 
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Einleitung 



Die Behandlung der klassischen Mechanik mit Hilfe der symplektischen Geometrie hat sich in 
den letzten 40 Jahren als aufierst gewinnbringend herausgestellt. Zum einen wurde durch eine 
geometrische Beschreibung erreicht, dass die Theorie unabhangig von Koordinatensystemen 
formuliert werden kann. Zum anderen zeigt die Phasenraumreduktion fiir Systeme mit Sym- 
metrien, die sogenannte Marsden-Weinstein-Reduktion der gleichnamigen Autoren, dass aucli 
durchaus Phasenraume mit komplizierten Geometrien in der Physik eine Rolle spielen. 

Fiir die Formulierung der Hamiltonsclien Gleichungen muss der Phasenraum jedoch nicht 
zwingend mit einer symplektischen Struktur ausgestattet sein. Notwendig ist ledighch eine 
Poisson-Klammer fiir die Funktionen auf dem Phasenraum. Dies fiihrt auf den Begriff der 
Poisson-Mannigfaltigkeiten, als Beispiel seien hier die Euler-Gleichungen des starren Korpers 
auf dem Phasenraum 5o(3) genannt, siehe z.B. [36]. 

Dirac-Strukturen konnen als eine Verallgemeinerung von symplektischen Mannigfaltigkeiten 
und Poisson-Mannigfaltigkeiten aufgefasst werden. Dariiberhinaus konnen aber auch Systeme, 
die durch Zwangsbedingungen eingeschrankt sind, mit Hilfe einer geeigneten Dirac-Struktur 
auf dem Phasenraum beschrieben werden. Dirac-Strukturen wurden 1990 von Courant [11] 
in Zusammenarbeit mit Weinstein einfiihrt. Weitere Arbeiten sind unter anderem von Bursz- 
tyn, Crainic, Liu, Radko, Roytenberg, Weinstein und Xu [33, 40, 42, 41, 43, 9, 8] erschienen. 
Dabei wurde auch eine Axiomatisierung der Theorie vorgenommen, was zu Dirac-Strukturen 
in Courant- Algebroiden fiihrte. 

Bei der Betrachtung von Systemen mit Eichfreiheitsgraden, die durch eine Lagrangefunktion 
auf dem Konfigurationsraum TQ gegeben sind, ist es nicht ohne weiteres moglich, zu einer 
Hamiltonschen Formulierung zu gelangen. Bezeichnen wir mit M C T*Q das Bild von TQ 
unter der Legendretransformation, so ist auf M immer noch eine Dirac-Struktur gegeben. Die 
Bewegungsgleichungen auf M konnen dann mit Hilfe dieser Dirac-Struktur formuliert werden. 
Die konkrete Losung dieser Gleicliungen entspricht gerade dem Dirac-Algorithmus [15] zur Be- 
handlung solcher Systeme, was auch den Namen Dirac-Struktur erklart. In Anwendungen zur 
Feldtlieorie, in der solche Systeme mit Eichfreiheitsgraden vorkommen, werden die zu betra- 
chtenden Mannigfaltigkeiten in der Regel natiirlich nicht endlichdimensional sein. Man hofft 
jedoch, durch die Betrachtung endlichdimensionaler Problemen Kenntnisse zu erlangen, die 
anschliei^end auch zu einem bessere Verstandnis von Eichtheorien beitragen. 

Behandelt man Systeme mit Symmetrien, so treten Dirac-Strukturen auf natiirliclie Weise auf. 
Setzt man eine Observable wie beispielsweise den Dreliimpuls auf einen bestimmten Wert fest, 
so wird das System auf eine Untermannigfaltigkeit des gesamten Phasenraums eingeschrankt, 
auf der im Allgemeinen keine symplektische Struktur mehr gegeben ist. Jedoch haben wir auf 
N immer noch eine Dirac-Struktur, mit deren Hilfe wir die Mechanik beschreiben konnen. 

In der Kontrolltheorie finden Dirac-Strukturen aufgrund ilirer Eigenschaft, Systeme mit 
Zwangsbedingungen beschreiben zu konnen, vielfach Verwendung. Dabei werden auch verallge- 
meinerte oder nicht integrable Dirac-Strukturen zur Behandlung von Systemen mit nichtholono- 
men Zwangsbedingungen diskutiert. Hier sind insbesondere Arbeiten von Blankenstein, Maschke 
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und van der Schaft [3, 4, 14, 14] zu nennen. Fur die Behandlung von nichtlinearen DifFerential- 
gleichungen, die in der Kontrolltheorie auftreten, wurde von Dorfman eine algebraische Version 
von Dirac-Strukturen entwickelt [16], die auch fiir solche unendlichdimensionalen Probleme 
geeignet ist. 

In dieser Arbeit soil die Deformationstheorie fiir Dirac-Strukturen betrachtet werden. Eine 
algebraische Deformationstheorie fiir assoziative Algebren wurde in den 60er Jahren von Ger- 
stenhaber [20, 21] entwickelt. Um dabei keine (im Allgemeinen sehr komplizierten) analytischen 
Probleme behandeln zu miissen, erfolgt die Deformation in einem formalen Rahmen, d.h., man 
fasst das zu deformierende Objekt als eine formale Potenzreihe in einem formalen Deformation- 
sparameter auf. Falls man sogar eine Deformation findet, die glatt von diesem Deformationspa- 
rameter abhangt, entspricht die formale Reihe der Taylorentwicklung dieser glatten Deformation 
an der Stelle Null. 

Fiir die Physik sind Deformationstheorien unter dem Gesiclitspunkt kinematischer oder dy- 
namischer Stabilitatsanalysen wichtig. Damit ist gemeint, dass das Verhalten der Kinematik 
bzw. Dynamik eines Systems unter kleinen Storungen analysiert werden soil. Jede Storungs- 
theorie kann damit als Beispiel fiir eine Deformationstheorie dienen. Aber auch die spezielle 
Relativitatstheorie kann als eine Deformation der Newtonschen Mechanik aufgefasst werden, 
wobei der Deformationsparameter das Inverse der Lichtgeschwindigkeit ist. 

Als wichtige Anwendung einer Deformationstheorie ist weiter die Deformationsquantisierung 
zu nennen. Deformiert wird dabei das assoziative, kommutative Produkt der klassischen Ob- 
servablen zu einem zwar weiterhin assoziativen, aber nicht mehr kommutativen Produkt, einem 
sogenannten Sternprodukt. Die Rolle des Deformationsparameters iibernimmt dabei das Planck- 
sche Wirkungsquantum h. Die Deformationsquantisierung wurde 1978 von Bayen, Flato, Fr0ns- 
dal, Lichnerowicz und Sternlieimer [2, 19, 32] eingefiihrt. 

Die Deformation von Dirac-Strukturen ist nun in zweierlei Hinsicht interessant. Zum einen, 
um wie oben beschrieben, eine Stabilitatsanalyse durchzufiihren. Zum anderen erhofft man 
sich, durch die klassische Deformationstheorie wichtige Informationen zu sammeln, die fiir eine 
spatere Quantisierung hilfreich sein konnen. Dabei spielt insbesondere das Formalitatstheorem 
von Kontsevich eine wichtige Rolle [25, 26]. Demnach sind die Aquivalenzklassen von Stern- 
produkten auf Poisson-Mannigfaltigkeiten in Bijektion zu den Aquivalenzklassen von Deforma- 
tionen des Poisson- Tensors. Es lasst sich deshalb zumindest vermuten, dass fiir ein noch zu 
definierendes Sternprodukt auf einer Dirac-Mannigfaltigkeit die klassische Deformationstheorie 
ebenfalls wichtig sein wird. 

Das Ziel dieser Arbeit ist, eine Definition der formalen Deformationstheorie fiir Dirac-Struk- 
turen zu geben und deren Eigenschaften zu untersuchen. Dabei soil insbesondere gezeigt werden, 
dass die Obstruktionen fiir die Fortsetzbarkeit einer gegebenen Deformation einer bestimmten 
Ordnung durch eine Kohomologieklasse gegeben sind. 

Im ersten Kapitel werden die grundlegenden Definitionen zu Dirac-Strukturen sowie einige 
wichtige Resultate und Anwendungen vorgestellt. Wir betrachten dazu zunachst lineare Dirac- 
Strukturen, d.h. Dirac-Strukturen auf Vektorraumen, um die Fragen, die im Bereich der linearen 
Algebra liegen, zu diskutieren. Anschliei&end werden wir dann zu Dirac-Mannigfaltigkeiten 
iibergehen, wobei eine zusatzliche Integrabilitatsbedingung an die Dirac-Strukturen gestellt 
wird. Wir folgen dabei, soweit nichts anderes erwahnt wird, hauptsachlich der Arbeit Courants 
[11]. Zum Abscliluss dieses Kapitels geben wir mit den Impliziten Hamiltonschen Systemen 
und der Diracschen Theorie von Zwangsbedingungen noch zwei wichtige physikalische Anwen- 
dungsbeispiele fiir Dirac-Strukturen. 

Bevor wir uns der Deformation von Dirac-Strukturen zuwenden, studieren wir im zweiten 
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Kapitel zunachst die Deformationstheorie von Lie-Algebroiden. Dabei betrachten wir, auf- 
bauend auf einer Arbeit von Crainic und Moerdijk [13], drei verschiedene Formulierungen 
von Lie-Algebroiden sowie den entsprechenden Deformationstheorien und zeigen deren Aquiv- 
alenz. Dies dient einerseits als Einfiihrung in die formale Deformationstheorie, ist aber an- 
dererseits auch unter dem Gesichtspunkt interessant, dass Dirac-Strukturen insbesondere auch 
Lie-Algebroide sind. Dieses Kapitel ist jedoch weitgehend unabhangig von den anderen. 

Im dritten Kapitel soil schliefilich die Deformation von Dirac-Strukturen untersucht werden. 
Zuvor werden wir jedoch die Objekte, mit denen wir uns befassen, noch weiter verallgemein- 
ern, d.h. im Folgenden werden wir Dirac-Strukturen in einem Courant-Algebroid betrachten. 
Anschlie£end wollen wir eine Definition fiir glatte Deformationen von Dirac-Strukturen sowie 
einen Aquivalenzbegriff dafiir angeben. 

Um zur formalen Deformationstheorie iibergehen zu konnen, miissen wir unser Problem 
zunachst auf geeignete Weise umformulieren. Dies ist notwendig, weil die formale Deformation- 
stheorie verlangt, dass von den zu deformierenden Objekten formale Reihen gebildet werden 
konnen. Da Dirac-Strukturen aber Untervektorbiindel sind, ist dies auf direktem Weg nicht 
moglich. Wir betrachten eine Deformation Lt einer Dirac-Struktur L (1 E in einem Courant- 
Algebroid E deshalb, zumindest lokal, als den Graphen einer Abbildung a;^ : L — > L' in einer 
geeigneten Aufspaltung E = L(BL' , wobei L = Lq der Graph von ujq = ist. Damit konnen wir 
jetzt die formale Deformationstheorie formulieren. Wir werden eine Gleichung fiir cot herleiten, 
die die Bedingung an Lt, eine Dirac-Struktur zu sein, kodiert und diese Gleichung untersuchen. 
Um dies systematisch durchfiihren zu konnen, geben wir an, wie die Courant-Klammer in dem 
Courant-Algebroid E mit Hilfe der Rothstein-Klammer als abgeleitete Klammer im Sinne von 
[40] geschrieben werden kann, ein Resultat, dass sicher auch fiir sich allein interessant ist. Damit 
konnen wir zeigen, dass die Deformationsbedingung ein rekursives, kohomologisches System von 
Gleichungen fiir eine Deformation iOt = tuoi + t^uj2 + ■ ■ ■ liefert. Wir erhalten damit auch fiir die 
Deformation von Dirac-Strukturen das Ergebnis, dass die Obstruktionen fiir die Fortsetzbarkeit 
von Deformationen in einer dritten Kohomologie, in diesem Fall der Lie-Algebroid-Kohomologie 
von L, hegen. 

Im Anhang A wird eine kurze Einfiihrung zu Lie-Algebroiden, Lie-Bialgebroiden und damit 
verwandten Themen gegeben. Schlie£lich befindet sich im Anhang B noch eine sehr kurze 
Einfiihrung in die Theorie der formalen Potenzreihen, die fiir uns im Zusammenhang mit den 
formalen Deformationen gebraucht werden. 
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1 Dirac-Strukturen auf Mannigfaltigkeiten 



Dirac-Mannigfaltigkeiten, d.h. Mannigfaltigkeiten mit einer Dirac-Struktur, stellen eine V'erall- 
gemeinerung von symplektischen Mannigfaltigkeiten unci Poisson-Mannigfaltigkeiten dar. Denn 
ist eine symplektische Form w G Q'^{M) auf einer Mannigfaltigkeit M gegeben, so definiert der 
Graph von lu eine Dirac-Struktur auf M. Dabei wird lo durch die Definition X ix^^ fur X G 
TM als eine Abbildung to : TM — > T*M aufgefasst, es gilt also graph(cj) C TM(BT*M . Genau- 
so ist der Graph eines Poisson- Tensors tt G X^(-M), interpretiert als Abbildung vr : T*M — > TM , 
eine Dirac-Struktur. Jedoch braucht nicht jede Dirac-Struktur von der Form eines dieser bei- 
den Beispiele zu sein. In dem allgemeineren Rahmen der Dirac-Mannigfaltigkeiten lassen sich 
dadurch unter anderem audi physikalische Systeme behandeln, die durch Zwangsbedingungen 
einschrankt sind. Ebenso ein Beispiel fiir Dirac-Mannigfaltigkeiten sind prasymplektische Man- 
nigfaltigkeiten, also Mannigfaltigkeiten mit einer geschlossenen, eventuell jedoch ausgearteten 
Zweiform. Systeme dieser Art treten auf, wenn man fiir eine nichtregulare Lagrangefunktion 
zum Hamiltonschen Formalismus iibergeht. 

In diesem Kapitel sollen die grundlegenden Definitionen sowie einige Aussagen zu Dirac- 
Strukturen auf Mannigfaltigkeiten gegeben werden. Dabei folgen wir weitgehend der Arbeit 
Courants [11], in der Dirac-Strukturen zum ersten mal vorgestellt wurden. Im Anschluss an 
den mathematischen Teil, den wir zunachst bearbeiten miissen, werden wir am Ende diese 
Kapitels schliefilich noch zwei fiir die Physik wichtige Anwendungen vorstellen. 

1.1 Lineare Dirac-Strukturen 

Bevor wir uns der Betrachtung von Dirac-Strukturen auf Mannigfaltigkeiten zuwenden, wollen 
wir zunachst lineare Dirac-Strukturen, d.h. Dirac-Strukturen auf Vektorraumen, betrachten. 
Diese Ergebnisse konnen anschlie£end punktweise auf Mannigfaltigkeiten iibertragen werden. 

1.1.1 Definition und Beispiele 

Sei V ein Vektorraum mit einer Bilinearform (•,•). Ein Untervektorraum W Q V heifit genau 
dann isotrop, wenn W C W-^ gilt, wobei W-^ := {v G V\{v,w) = V w G W} den Orthogonal- 
raum zu W bezeichnet. Ist (• , •) nicht ausgeartet, dann gilt dim -|- dim PF"*- = dimF und fiir 
W isotrop folgt damit wegen dimW^ ^ dimT^-*-, dass dimVF ^ Ein isotroper Unterraum 

W heifit maximal isotrop, wenn es keinen isotropen Unterraum W gibt, so dass W ein echter 
Unterraum von W' ist. 

Lemma 1.1.1. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit einer nicht ausgearteten sym- 
metrischen Bilinearform, {■,■), W ein isotroper Unterraum. Sei U ein Komplement von W in 
W-^, d.h. wir haben eine orthogonale Zerlegung 
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Schliefilich sei wi, . . .Wk eine Basis von W . Dann gibt es Vektoren vi, . . .Vk in , so dass 



{vi,Vj) = 0, {wi,Vj) = Sij 
fiir i,j = l,...,k gilt, und V die orthogonale Summe 

V = span(u;i,wi) _L . . . _L spsiD.{wk,Vk) -L U 

ist. 



Beweis. Sei Ui = span(u;2, • • • , t^fc) © U. Dann gilt Ui £ W-^ => W-^-^ = W <^ U^. Wir 
wahlen ui G U^\W , also ist {ui,wi) ^ und wir konnen annehmen, dass {ui,wi) = 1. Sei 
Pi = span(u;i, ui). Wir finden ein o; G M, so dass 



{awi + ui,awi + «i 
und setzen vi = awi + ui. Damit gilt also 

{wi,wi) = 0, {vi,vi 



2a{wi,ui) + {ui,ui) = 0, 
0, {wi,vi) = l. 



Sei nun Wi = span(it;2, . . . ,Wk)- Wi ist isotrop und es gilt = Wi -L Pi -L U. Fiir k = 
dim W = 1 sind wir fertig, sonst folgt die Behauptung durch Induktion. □ 

Folgerung 1.1.2. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum mit einer nicht ausgearteten sym- 
metrischen Bilinearform (•,•)) deren Matrix in Normalform q mal 1 und p mal —1 enthalt. 
Sei W ein isotroper Unterraum. Dann gilt diml^/' < min(g,p) und es gibt einen isotropen 
Unterraum W' mit dimW^' = mi\i{q,p), so dass W C W' . Maximal isotrope Unterraume haben 
also alle die Dimension min(g,p). 

Beweis. Sei dimW = k. Wir wissen schon, dass k < Sei welter wi,...,Wk eine Basis 



...,Vk und 


Ul, . 


.,Vk,Ul, .. 


■ ) 


Efe 





Efc 





A 



Wahlen wir als neue Basisvektoren = ^{wi + Vi), hi = \{wi — Vi), i = 1, . . . ,k und geeignete 
Ui's, in denen die Matrix A Normalform annimmt, so wird die Bilinearform dargestellt durch 

















-Ep_fc 



V 

An dieser Form kann man zum einen sehen, dass k = dimW < min(g,p) gelten muss. Ander- 
erseits ist jetzt auch klar, wie W zu einem isotropen Unterraum W der Dimension nim{q,p) 
erweitert werden kann. □ 

Beispiel 1.1.3. Betrachte y = M*^ mit der Minkowski-Metrik {v,w) = viWi—V2W2 — V2Ws — ViWi. 
Abgesehen vom Nullraum sind die isotropen Unterraume alle eindimensional. Die Elemente der 
isotropen Unterraume werden in diesem Fall lichtartig genannt. 
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Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, diml/ = n. Durch die Definition 

{ix,v),{y,i^)) = v{y) + IJ'ix) 

ist auf V ®V* auf kanonische Weise eine symmetrische Bilinearform ( ■ , ■ ) gegeben. 

Definition 1.1.4. Eine Dirac-Struktur auf einem endliclidimensionalen reellen Vektorraum V 
ist ein Untervektorraum L C V®V*, der beziiglich der kanonischen Bilinearform ( • ,• ) maximal 
isotrop ist. Die Menge aller Dirac-Strukturen auf V bezeichnen wir mit Dir(y). 

Bemerkung 1.1.5. Nach Folgerung 1.1.2 sind Dirac-Strukturen also genau die n-dimensionalen, 
isotropen Unterraume von V(BV*. (Offensichtlich gibt es n-dimensionale isotrope Unterraume, 
z.B. V selbst, und diese miissen bereits maximal sein.) 

Bemerkung 1.1.6. Fiir {x,r)) und G L gilt 

{{x,v),{y,l^)) =v{y) + = ri{y) = -n{x), 

{{x,r]), (x,ry)) = 2r]{x) = 0. 

Im weiteren bezeichnen wir mit p : V ®V* — > V bzw. p* : V ®V* — > V* die kanonischen 
Projektionen auf V bzw. V* . 

Lemma 1.1.7. Sei L C V ® V* eine lineare Dirac-Struktur auf V und W C V ein Untervek- 
torraum. Sei ferner W° := {A G y*|A(u)) = Vw G W} der Annihilatorraum von W . Dann 
gilt 

p{L)° = Lnv*, 
p*{L)° = Lnv. 

Bemerkung 1.1.8. Wir schreiben fiir L H {V ® {0}) einfach L nV und fassen L HV ie nach 
Situation als Unterraum von V oder von L auf. Entsprechendes gilt fiir LnV*. 

Beweis. Sei X E LdV* , und sei x G p{L). Dann gibt es ein fj, eV* mit G L, und es folgt 

= ((x,//),(0,A)) =A(x) Xepiiy. 

Sei nun umgekehrt A G p{L)° vorausgesetzt. Angenommen, es gilt A ^ LnV*. Wir bilden dann 
den Unterraum L' = L ® span(A), wobei L echt in L' enthalten ist. Weiter ist L' isotrop, denn 
seien {x,fx), {y,r]) G L und Ai, A2 G span(A), dann folgt 

((x,/x) + Ai,(y,?7) + A2) = Ai(y) + A2(x) = 0. 

L war aber bereits maximal isotrop, d.h. unsere Annahme fiihrt zu einem Widerspruch. Es 
folgt also A G LnV*, womit die erste Gleichung gezeigt ist. Die zweite Gleichung lasst sich 
analog nachweisen. □ 

Beispiel 1.1.9. Sei {V,uj) ein prasymplektischer Vektorraum, d.h ein Vektorraum V mit einer 
antisymmetrischen Bilinearform u). Wir fassen die prasymplektische Form als eine Abbildung 
u : V — > V*, V •) auf. Dann ist graph(u;) = {{v,lo{v))\v G V} C V ® V* eine 

Dirac-Struktur auf V. 
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Beispiel 1.1.10. Sei (V,7r) ein Vektorraum zusammen mit einer linearen antisymmetrischen 
Abbildung tt : V* — >■ V. Dann ist graph(7r) = {(7r(A), X)\\ eV*} eine Dirac-Struktur auf V. 

Diese beiden Beispiele konnen gewissermafien als Spezialfalle des folgenden Satzes angesehen 
werden. 

Satz 1.1.11. Eine Dirac-Struktur L aufV ist dquivalent zu: 

1. Einem Untervektorraum R von V zusammen mit einer antisymmetrischen Bilinearform 

auf R. 

2. Einem Untervektorraum K von V zusammen mit einer antisymmetrischen Bilinearform 
ttl auf(y/K)*, d.h. einem Bivektor auf V/ K . 

Dabei gilt R = p{L) und K = V Ci L = ker $7. 

Bemerkung 1.1.12. Wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, lassen wir im folgenden den 
Index L an und ttl weg. 

Beweis. Sei L eine Dirac-Struktur. Wir setzen R = p{L) und definieren eine Bilinearform auf 
K durch Q,{p{v)) = p*{v)\ji, also i7(a;) = rjlji fiir ein r] £ V* mit {x,rj) G L. Q ist wohldefiniert, 
denn fiir x G L mit p{x) = folgt p*{x) £ p{L)° = R° . Weiter ist $1 antisymmetrisch, denn mit 
v\ = {x,ri),V2 = {y,n) G L gilt r){y) = -//(x) und es folgt 

n{x,y) = r){y) = -ii{x) = -VL{y,x). 

Au£erdem ist kcr$l = Lr\V. Genauso konnen wir eine antisymmetrische Bilinearform vr auf 
p*{L) definieren, und mit dem kanonischen Isomorphismus p*{L)* = V/p*{L)° = V/V fl L 
erlialten wir sclilief&licli einen Bivektor vr auf V/K, wobei K = V Ci L. 

Ist umgekehrt ein Unterraum R mit einer Bilinearform CI wie in 1. gegeben, so definieren wir 
einen isotropen Unterraum durch 

L = {{x,r])\x £ R,ri G V* mit r]\R = 0,{x)}, 

und da L die komplementaren Unterraume (R,*) und {0,R°) enthalt, ist dimL = diml/ und 
damit eine Dirac-Struktur. Im zweiten Fall definieren wir 

L = {{x, r))\x E V,r] E K° mit [x] = 7r(?7)}, 

wobei wir wieder {V/K)* mit K° identifizieren, und [x] die Aquivalenzklasse von x in V/K 
bezeichnet. L ist isotrop und enthalt die Unterraume {*,K°) und (if, 0). □ 

Bemerkung 1.1.13. Definieren wir auf V ®V* eine antisymmetrische Bilinearform durch 

{{x, v), (y, = Vix) - p{y), 

dann ist f2 durch die Gleichung 

Pl^ = \i* {■,■)_ 

bestimmt, wobei pi = p\l die Einschrankung von p auf die Dirac-Struktur und i : L ^ V ®V* 
die Einbettung ist. 
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1st die Dirac-Struktur als Graph einer Zweiform auf V oder V* gegeben, dann entspricht die 
Definition bereits einer der beiden Charakterisierungen aus Satz 1.1.11. Es ist interessant, auch 
die jeweils andere Beschreibung zu betrachten. 

Beispiel 1.1.14. Ist die Dirac-Struktur durch eine antisymmetrische Bilinearform 17 auf V 
gegeben, so ist tt wegen ker-TT = L n V* = {0} eine nicht ausgeartete antisymmetrische Bi- 
hnearform auf {V/kerQ)* und es gilt 7r~^ = i^red, wobei ^red die induzierte symplektische 
Form auf y/kerJ7 bezeichnet. 

Beispiel 1.1.15. Ist die Dirac-Struktur durch eine antisymmetrische Bihnearform tt auf V* 

gegeben, so ist K = {0}, i? = imvr und ist die durch vr induzierte symplektische Form auf 
R. (Es gilt kerO = K = {0}.) Genauer ist gegeben durch 0(a;) = ?7|im7r fur ein r/ G F* mit 
7r(ry) = X. 

1.1.2 Dirac-Abbildungen 

Seien V und W Vektorraume. Wir wollen untersuchen, wie eine lineare Abbildung cf) : V — ^ W 
Abbildungen T(p : Dir(F) — > Dir(l^) und B(p : Dir{W) — > Dir(y) induziert. Falls ein 
Isomorphismus ist, so konnen wir (f)~^ und bilden und es ist klar, wie J^cp und Bcp zu 

definieren sind. Durch die zwei verschiedenen Charakterisierungen von Dirac-Strukturen nach 
Satz 1.1.11 konnen wir aber auch im Allgemeinen beide induzierten Abbildungen definieren. 
Ist L]Y eine Dirac-Struktur auf W, so definieren wir eine Dirac-Struktur Ly auf V durch 
p{Lv) = {p{L\y)) und rjy = Umgekehrt ist zu einer gegebenen Dirac-Struktur auf 

V durch die Vorgaben K\y = (j){Kv) und nw = 4>*'^v eine Dirac-Struktur auf W gegeben. Dies 
kann zur Definition der Abbildungen B(j) und J^(j) dienen, etwas mehr (Jbersicht bringt aber der 
folgende Weg nach [9]. 

Wir iibertragen die grundlegenden Definitionen aus der Theorie der kanonischen Relationen 
[51] vom symplektischen Fall auf Vektorraume mit einer nicht ausgearteten symmetrischen 
Bilinearform der Signatur Null. Alles was wir hier brauchen ist in [1, Abschnitt 5.3] zu finden, 
die Beweise lassen sich direkt iibertragen. 

Seien {Ei,gi), i = 1,2,3 Vektorraume mit symmetrischen nicht ausgearteten Bilinearformen 
der Signatur Null. Mit Ei bezeichnen wir Ei zusammen mit der Form —gi. Eine kanonische 
Relation L C. E\ x E2 ist ein maximal isotroper Unterraum von E\ X E^- Die Menge der 
kanonischen Relationen auf Ei x E2 bezeichnen wir in Analogic zu Lagrangeschen Unterraumen 
von symplektischen Vektorraumen mit Lag(£'i x £'2). 

Fiir zwei kanonische Relationen Li C Eix E2 und L2 E2X E3 definieren wir eine Verkniip- 
fung o durch 

Li o L2 = {(61,63) G £^1 X £'3 I 3 62 G E2 mit (61,62) G Li und (62,63) G L2}. 

Man sieht leicht, dass Li o L2 ein isotroper Unterraum von Ei x £3 ist. Tatsachlich ist Li o L2 
sogar maximal isotrop [1, Prop. 5.3.12]. 

Seien nun V und W Vektorraume, und sei (p : V W eine lineare Abbildung. Wir setzen 
£ = (F V*, {■ , •)) und F={W® W*, {■ , •)). Dann sind 

jr0 := {{(t){x),r),x,(t)*r)) \x eV,r] eW*} C F xE 
B(j) := {{x,(t)*r],(l){x),'n) \x eV,r} eW*} C E xF 
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Bemerkung 1.1.16. Sei U ein weiterer Vektorraum und : W ^ U linear sowie H = {U ® 
U* , (• , •)). Dann zeigt eine kurze Rechnung 

B(poBip = Bii^ocf)) e Lag{ExH). 

Durch die Identifikation von Dirac-Stmkturen auf V bzw. W mit kanonischen Relationen 
auf E X {0} bzw. F x {0} erhalten wir jetzt die gesuchten Abbildungen 

J^(j): Dir(y) — > Dir(H/) 
Ly I ^ ^^(p ° 

und 

B(f): Bii{W) — > DiiiV) 
Lw I — > BcpoLw- 

Die Symbole J^(p und Bcp stehen jetzt einerseits fiir kanonische Relationen und andererseits fiir 
Abbildungen auf Mengen von Dirac-Strukturen. Aus dem Kontext geht aber hervor, was jeweils 
gemeint ist. Weiter iibertragen sich die Gleichungen aus Bemerkung 1.1.16 offensichtlich auch 
auf die zweite Interpretation von J^cp bzw. Bcp. Eine kleine Rechnung fiihrt auf die folgenden 
expliziten Formeln: 

J^0(Ly) = {{4>{x)Mx eV,rieW\ {x, r r/) G Ly}, 

B^{Lw) = {{x, 4>*Ti)\x G y, 77 e W*, (<^(x), r?) G Lw}. 

Man beachte, dass die Abbildungen J^cp und Bcp im allgemeinen nicht invers zueinander sind. 
Ist aber injektiv, so ist B<poJ^^ = id, und ist surjektiv, dann gilt ^(f)oB(f) = id. Der nachste 
Satz stellt die Verbindung zu der anfangs erwahnten alternativen Definition her. 

Satz 1.1.17. Sei 4> '■ V — ^ W eine lineare Abbildung, und seien Ly G Dir(y), Lw g Dir(l^). 

1. Ist L\Y = J^(j){Lv), dann gilt ker 0^^^ = (j){kev ^1^^) und ttl^ = (p^iiTLy). 

2. Ist Ly = B(p{Lw), dann gilt p{Lv) = (p'^ {p{Lw)) und = (p*{^Lw)- 
Beweis. Sei Lw = T^{Lv)- An der expliziten Form fiir J^(f){Lv) sehen wir, dass 

keiiflLw) = Wr\Lw = {4>{x) I x G V, {x, 0) G Ly}, 

und da ker(OL^) = F n Ly = {x | a:; G V, (x, 0) G Ly] folgt keviViLw) = <P{^'^^{^Lv))- 

Die Abbildung <i):V induziert eine Abbildung V/{Vr\Ly) W/(t){Vr\Ly) = W/{Wr] 

Lw) auf den Quotienten und (p^TTLy ist fiir r) G W/{W PI Lw) definiert durch die Gleichung 
4'*'^Lv{v) = 4'{'^Lvi4'*v))- Nach der Definition von -KLy gilt weiter (j){TTLy{(j)*r])) = (p{x) fiir ein 
X & V mit {x,(p*ri) G Ly. Ebenso ist 7rL^(r/) = y fiir ein y £ W mit (y, ??) G Lw- 1st nun 
Lw = J^4>{Ly) so ist (y,r]) G Lw genau dann, wenn y = (p{x) und (x,(j)*ri) G Ly. Es folgt also 

Der zweite Teil des Satzes folgt genauso wie das eben gezeigte. □ 

Bemerkung 1.1.18. Falls Ly = graph(7r) fiir einen Bivektor tt auf V, so gilt also J^(f){Ly) = 
graph(<^*7r). Ebenso folgt fiir Lw = graph(J7) mit einer 2- Form J7, dass B(f){Lw) = graph(^*J7). 
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Definition 1.1.19. Seien V und W Vektorraume mit Dirac-Strukturen Ly und L\y, und sei 
(j) : V ^ W eine lineare Abbildung. 

1. (f) heifit forward-Dirac- Abbildung, wenn Lw = J^(f){Lv)- 

2. (f) heifit backward-Dirac- Abbildung, wenn Ly = B4>{L\y). 

Da und B(f) im Allgemeinen nicht invers zueinander sind, sind die beiden Definitionen 
nicht aquivalent. 

Beispiel 1.1.20. 1st i : W ^ V ein Untervektorraum und Ly = graph(r2) mit einer 2-Form Q 
sowie Lw = graph(i*r2), dann ist Lw = Bi{Lv) und i damit eine backward-Dirac- Abbildung. 
Beispiel 1.1.21. Sei L G Dir(y). Auf F/kcr(r2) definieren wir die Dirac-Struktur L = graph(7rL). 
Dann ist die Projektion V — V/'kei{Q.L) eine forward-Dirac- Abbildung. Ist insbesondere 
L = graph(J7), dann folgt L = graph(r2]-ed); wobei Jlred durch $7 = 7r*f2red gegeben ist. 

1.2 Dirac-Mannigfaltigkeiten 

Wir erweitern jetzt die Definition von Dirac-Strukturen auf Mannigfaltigkeiten, indem wir Un- 
terbiindel in der (faserweisen) direkten Summe von Tangentialbiindel und Kotangentialbiindel 
betrachten, die punktweise Dirac-Strukturen sind. Zusatzlich werden wir aber noch eine Inte- 
grabilitatsbedingung fordern, die im linearen Fall nicht auftaucht. 

Sei also M eine Mannigfaltigkeit. Auf dem Vektorbiindel TM © T*M haben wir durch 

((X,,7),(y,/i)) =r?(y) + M(X) 

kanonisch eine Bilinearform sowie durch 

((X,r?),(y,/i))_=ry(y)-M^) 

eine antisymmetrisch Form gegeben, wobei X,Y E r°°(TM) und r],l^ ^ 17^ (M). 

Definition 1.2.1. Eine verallgemeinerte Dirac-Struktur auf M ist ein beziiglicli ( • , • ) maximal 
isotropes Untervektorbiindel L von TM © T*M. 

Weiter definieren wir die Vektorbiindelhomomorphismen 

p : TM © T*M TM p* : TM © T*M TM 

{X,a) ^ X {X,a) ^ a 

und erhalten wie im linearen Fall fiir eine Dirac-Struktur L punktweise die Gleichungen 

p(L)° = LnT*M, 
p*{Lf = LnTM. 

Beispiele 1.2.2. Die Beispiel, die wir im Fall linearer Dirac-Strukturen gegeben haben, iibertra- 
gen sich auf offensichtliche Weise: 

1. Sei ijO e n'^{M). Dann ist graph(a;) C TM © T*M eine verallgemeinerte Dirac-Struktur. 

2. Sei TT G X'^{M) = r°°{/\^TM). Dann ist graph(7r) C TM®T*M eine verallgemeinerte 
Dirac-Struktur. 

Definition 1.2.3. Seien M,N Mannigfaltigkeiten mit verallgemeinerten Dirac-Strukturen Lm 
und L]\f. Sei (p : M ^ N eine glatte Abbildung. Dann hei£t (p forward-Dirac- Abbildung, wenn 
Tm(f> '■ TjnM — > T^^^^N fiir alle m E M eine forward-Dirac- Abbildung ist. Entsprechend hei£t 
(j) backward-Dirac- Abbildung, wenn T^cj) fiir alle m E M eine backward-Dirac- Abbildung ist. 



8 



1 Dirac-Strukturen auf Mannigfaltigkeiten 



1.2.1 Courant-Klammer und Integrabilitat 

Wir haben gesehen, dass der Graph einer Zweiformen lo auf M eine verallgemeinerte Dirac- 
Struktur definiert. Man ist aber natiirlich besonders an solchen Formen u interessiert, die 
geschlossen sind. Ebenso wird man vor allem solche Graphen von Bivektorfeldern it betrachten 
wollen, fur die die Bedingung [vr, vr] = erfiillt ist. Dabei bezeichnet [• , •] die Schouten- 
Nijenhuis-Klammer auf M, siehe A. 8. Wir werden deslialb jetzt auf T°°{TM ® T*M) eine 
Verkniipfung einfiihren, mit deren Hilfe wir eine Bedingung an die Dirac-Strukturen stellen 
konnen, die eine Verallgemeinerung der beiden oben genannten Forderungen darstellt. 

Definition 1.2.4. Die Courant-Klammer 

[•,•]: r°°(rM © T*M) X r°°(rM © t*m) t^{tm ® t*m) 

ist fiir (X, ?7), {Y, n) e r°°(rM ® T*M) durch 

[{x,n),iY,fi)] = i[x,Y],J^:x^i-^Ydv) 

gegeben. 

Bemerkung 1.2.5. Abweichend von [11] definieren wir die Courant-Klammer in der nicht-anti- 
symmetrischen Form, da dies die heute gebrauchlichere Definition ist. Zur Aquivalenz der 
verschiedenen Definitionen siehe [40, Prop 2.6.5] sowie [33]. 

Wir verwenden fiir die Courant-Klammer auf TM © T*M die gleiche Bezeichnung wie fiir die 
Lieklammer von Vektorfeldern bzw. wie fiir die Schouten-Nijenhuis-Klammer (siehe A. 8) von 
Multivektorfeldern. Dies ist unproblematisch, da die Einschrankung aller drei Klammern auf 
X(M) = r°°(rM) iibereinstimmt. 

Definition 1.2.6. Eine verallgemeinerte Dirac-Struktur L hei£t integrabel oder kurz Dirac- 
Struktur, wenn L beziiglich der Courant-Klammer abgeschlossen ist, 

[r°°(L),r°°(L)] c r°°(L). 

Lemma 1.2.7. 1. Sei to G 0^(M). Dann ist graph(6<;) genau dann eine Dirac-Struktur, 
wenn lo geschlossen ist, 

du = 0. 

2. Sei TT G X^(M). Dann isi graph(7r) genau dann eine Dirac-Struktur, wenn gilt 

[7r,7r] =0, 

wobei [ • , • ] die Schouten-Nijenhuis-Klammer auf M bezeichnet. 
Beweis. Der erste Teil folgt aus der Gleichung (vgl. A. 8) 

i[x,Y]^ = Cxiy^ — iyt^x^ = Cxiy'^ — iydix^ — iyixdco, 
der zweite ergibt sich mit (siehe [30]) 

^^/3^a[7r,7r] = 7r(>C^(„)/3 - i^(^p)da) - [tt (a), tt (/?)]. 

Wir werden diese beiden Aussagen spater (Abschnitt 3.3.4 und 3.3.5) aber auch aus allge- 
meineren Betrachtungen wiedergewinnen. □ 
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1st (f) : M ^ M ein Diffeomorphismus, dann haben wir durch (Tcp, T^(p) : TM © T*M — > 
TM T*M mit T*^ = {Tct)-^)* einen kanonischen Lift von auf TM r*M gegeben. 1st L 
eine Dirac-Struktur, dann gilt J^(p{L) = {T(f),Ttf(j)){L). Man sieht leicht, dass {T4>,T^(I)) eine 
Isometrie von (•, •) sowie natiirlich beziigiich der Courant-Klammer ist, mit anderen Worten 
ein Automorphismus von TM © T*M ist. Somit sind und BcpiL) = J^cp'^iL) ebenfalls 

Dirac-Strukturen. 

Definition 1.2.8 (Eichtransformationen). Sei B eine Zweiform auf M. Betrachten wir B 
als eine Abbildung B : TM T*M, dann ist durch TsiX, a) = {X, B{X) + a) eine Abbildung 
tb ■■ TM T*M TM T*M definiert. Wir nennen tb eine Eichtransformation. 

Lemma 1.2.9. tb erhdlt genau dann die Courant-Klammer aufTM®T*M, wenn B geschlossen 
ist. 

Beweis. Dass tb den Anker erhalt, ist klar. Weiter folgt aus der Antisymmetrie von B, dass 
Tb eine Isometrie von ( • , • ) ist. Damit bleibt noch, das Verhalten der Courant-Klammer unter 
Tb zu untersuchen, 

[TBiX,a),TBiY,(3)] = [iX,B{X)+a),iY,B{Y)+P)] 

= {[X,Y],Cx/3-iYda + CxiYB -iydixB) 

= [{X, a), {Y, /?)] + CxiyB - iyCxB + iyixdB 

= [{X, a), {Y, /?)] + i[x,Y]B + iyixdB 

= tb{[{X, a), {Y,f3)])+ iyixdB. 

Die Courant-Klammer bleibt also genau dann erhalten, wenn B geschlossen ist. □ 

Fiir spatere Anwendungen formulieren wir hier noch folgendes Lemma. 

Lemma 1.2.10. Sei 4> ein Diffeomorphismus von M und B eine Zweiform. Dann gilt 

TB o {T(P, T^cj)) = {T(t>, T^(t>) o T^*B- 

Beweis. Fiir X G X(M) und a G n}{M) gilt 

TBo{T<t>,T,<t>){X,a) = {T^{X),B{Tcl){X))+T,{a)) 

= {T(i>{X),{rB){X)oT(f>-' +n<Pia)) 
= {T<p{X),n<p{{<p*B){X)+a)) 
= {T(j),T^4>) oT^*B{X,a). 

□ 

Lemma 1.2.11. Seien d = {Xi,ai), 62 = (X2,a2), £3 = {X2.,a^) G Y°°{TM ®T*M). Fiir 
die Courant-Klammer gelten folgende Identitdten: 

1. Jacobi-Identitdt in der Form 



[ei, [62,63]] = [[61, 62], 63] + [62, [61,63]]. 
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2. Leibniz-Identitdt: 

[ei,/e2] = /[ei,e2] + (/?(ei)/)e2 
= f[ei,e2]+CxJe2. 

3. Defekt in der Antisymmetrie: 

[ei, 62] + [62, ei] = (0, d(ei, 62)), 

insbesondere also [ei,ei] = ^(0, d(ei, ei)). 

4- 'Cxi(e2,e3) = ([ei,e2],e3) + (e2, [61,63]). 

Beweis. Der Beweis erfolgt durch direktes Nachrechnen. □ 

Aus den ersten beiden Punkten folgt nun unmittelbar: 

Lemma 1.2.12. Set L C TM ®T*M eine verallgemeinerte Dirac-Struktur. Dann ist L zusam- 
men mit der auf L eingeschrdnkten Courant-Klammer und dem auf L eingeschrdnkten Anker 
genau dann ein Lie-Algehroid (siehe A.l), wenn L integrabel ist. 

Aus der Theorie der Lie-Algebroide erlialten wir folgendes Lemma. 

Lemma 1.2.13. Set L C TM (BT*M eine Dirac-Struktur (also integrabel). Dann ist p{L) C 
TM eine integrable singuldre Distribution (siehe [45 j oder [37, 3.21[). D.h. es gibt eine (sin- 
guldre) Bldtterung von M, so dass die Tangentialrdume der Blatter punktweise mit p{L) iibere- 
instimmen. Singular bedeutet dabei, dass die Dimensionen der einzelnen Blatter nicht iiberein- 
stimmen miissen. 

Beweis. Seien si, . . . ,s„ lokale Basisschnitte der Dirac-Struktur L, und seien durch 

[Sj, ,Sj\ — C^jSk 

lokale Punktionen c^^- definiert. Dann spannen die Vektorfelder p{ei), . . . , p{sn) lokal die Distri- 
bution p{L) C TM auf, und es gilt 

[p{ei),p{ej)] = c^jp{ek), 

womit die Integrabilitat folgt^, vgl. [45, Abschnitt 8]. □ 

Lemma 1.2.14. Sei L eine verallgemeinerte Dirac-Struktur und seien 61,62,63 G T°°{L). Wir 
definieren eine Abbildung 

T : r°°(L) X r~(L) X r°°(L) — > M 

durch 

^(61,62,63) = ([61,62], 63). 

Dann ist T antisymmetrisch und C°^{M) -linear, also T G r°^{/\^L*), und L ist genau dann 
integrabel, wenn T = gilt. 

^Man beachte, dass diese Bedingung starker ist als nur die Involutivitat, welche bei singularen Distributionen 
fiir die Integrabilitat bekanntlich noch nicht hinreichend ist. 
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Beweis. Die Funktionenlinearitat in den ersten beiden Argumenten zeigt man mit Lemma 1.2.11 
unter Beachtung der Isotropie von L, die Funktionenlinearitat im letzten Argument ist klar. 
Unter Ausnutzung der Isotropie vom L lasst sich T umformen zu 

T{{X,r]),{Y,iJ,),{Z,iy)) = ixdiyi' - iydixi^ + izdixfJ' 

-dLo{Y, Z) - di2{Z, X) - dij{X, Y) 

= -^{ixd{{Y,^i),{Z,u))_+iYd{{Z,u),{X,u))_ 
+izd{{X,u;),{Y,fi))J 
-du{Y, Z) - dfi{Z, X) - du{X, Y), 

womit die Antisymmetrie von T folgt. Ist L integrabel, so ist offensichtlich T = 0. Da aber L 
maximal isotrop ist, gilt auch die Umkehrung. □ 

1.2.2 Prasymplektische Blatterung 

Wenn wir Lemma 1.1.11 punktweise auf eine Dirac-Struktur anwenden, erhalten wir eine anti- 
symmetrische Abbildung 

n : p{L) X p{L) R, 
wobei fiir X,Y e p{L) mit (X, a), (!",/?) e L gilt, dass 

n{X,Y)=a{Y) = -P{X). 

Sei i : N ^ M ein Blatt zu der Distribution p{L), und sei Jl^v die auf N eingeschrankte 
Zweiform J). Weiter sei pjv die auf L\n eingeschrankte Projektion, pN = p\ln- Dann haben 
wir folgendes Diagramm 

TN = p{L)\n L\n^^-^ TM ® T*M 



N 

wobei jetzt alle Abbildungen Vektorbiindelhomomorphismen sind. Wie im linearen Fall gilt 
jetzt 

womit folgt, dass eine glatte Zweiform auf N ist. 

Seien jetzt Xi = p(ei), X2 = p(e2), X3 = p{e^) G T°°{TN) C T°°{p{L)). Es lasst sich zeigen 
[11], dass die Gleichung 

dJ^iv(Xi,X2,X3) = -r(ei,e2,e3) 

gilt, und wir erhalten die 

Folgerung 1.2.15. Eine integrable Dirac-Struktur hat eine Blatterung mit prasymplektischen 
Blattern, d.h. auf jedem Blatt N ist eine geschlossene Zweiform J7jv gegeben. 
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Beispiel 1.2.16. W'ar L der Graph einer prasymplektischen Form, so ist p{L) = TM unci das 
einzige Blatt ist die Mannigfaltigkeit M selbst. Im Falle, dass L der Graph einer Poisson- 
Struktur vr ist, haben wir p{L) = tt(T*M). 1st N ein Blatt dieser Distribution, so folgt mit 
kerfijv = -LnTMjjv = {0}, dass {N,^}^) eine symplektische Mannigfaltigkeit ist. Wir erhalten 
also die bekannte Blatterung einer Poisson-Mannigfaltigkeit durch symplektische Blatter [10, 
Abschnitt 5.1]. 

1.2.3 Die Poisson- Algebra der zulassigen Funktionen 

Definition 1.2.17. Eine Funktion / G C~(M) heii^t zulassig, wenn df\m e p*{L) fiir alle 
me M. 

Bemerkung 1.2.18. In der Physik spielen die zulassigen Funktionen die Rolle der eichinvarianten 
Funktionen, vgl. Satz 1.2.23. 

Ist / eine zulassige Funktion, dann gibt es ein Vektorfeld Xj, so dass (Xf,df) G T°°(L). Wir 
nennen Xf ein Hamiltonsches Vektorfeld zu /. Im Allgemeinen ist Xf jedoch nicht eindeutig. 
Trotzdem ist fiir zwei zulassige Funktionen f,g durch 

{f,9},=Xf{g) = nL{Xf,Xg) 

eine Klammer definiert. Denn sei X'j^ ein zweites Vektorfeld mit (X^d/) G r°°(L), dann folgt 
Xf-X'fE r°°(L n TM) = p*{L)°, und damit {Xf - X'f){g) = 0. 

Bemerkung 1.2.19. Ist Xf ein Hamiltonsches Vektorfeld zu einer zulassigen Funktion /, so 
verlauft der Fluss zu Xf innerhalb eines Blattes der verallgemeinerten Distribution p{L), denn 
es gilt ja {Xf,df) G T°°{L) und damit Xf G T°°{p{L)). Die Blatterung einer Dirac-Struktur 
bildet also eine Art Superauswahlregel. 

Satz 1.2.20 ([11, Prop. 2.5.1]). Die Menge der zulassigen Funktionen zusammen mit der 
eben definierten Klammer { • , • ist eine Poisson-Algebra. 

Beweis. Es ist klar, dass die zulassigen Funktionen einen M-Vektorraum bilden. Seien f,g und 
h zulassige Funktionen und Xf,Xg und Xh zugehorige Hamiltonsche Vektorfelder. Dann ist 
durch 

g{Xf, df) + f{Xg, dg) = {gXf + /X„ d{fg)) 

ein Schnitt in L definiert, womit die Abgeschlossenheit der zulassigen Funktionen unter der 
Multiplikation folgt. Weiter gilt 

{fg, h}, = gXf{h) + fXg{h) = g{f, h}, + f{g, h}, , 

und damit die Leibnizregel fiir { • , • }^ • Fiir die Abgeschlossenheit unter { • , • }^ berechnen wir 

[{Xf,df),{Xg,dg)] = {[Xf,Xg],Cxfdg) = {[Xf,Xg],d{f,g},) 

und schliei^lich ist die Jacobi-Identitat aquivalent zu der Integrabilitat von L, denn es gilt 

T{{Xf,df),iXg,dg),iXh,dh)) = {{[Xf,Xg],d{f,g},),{Xh,dh)) 

= [Xf,Xg]{h)+Xt,{{f,g},) 
= Xfiig, h},) - Xg{{f, h},) + J 
= {f,{9,h},}, + {g,{h,f},}, + {h,{f,g},},- 

□ 
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1.2.4 Dirac-Mannigfaltigkeiten und Reduktion 

Sei L C TM T*M eine Dirac-Struktur. Wir betrachten die Distribution ker ^7 = L n TM = 
ker/9*|i auf M. Mit der Integrabilitat von L folgt sofort, dass LCiTM involutiv ist. 

Folgerung 1.2.21. Hat die Distribution LCiTM konstante Dimension, so ist sie integrabel. 

Bemerkung 1.2.22. Im Fall, dass L der Graph einer prasymplektische Form co mit konstantem 
Rang ist, folgt wegen Ln TM = kero; die Integrabilitat der charakteristischen Distribution [1, 
Abschnitt 4.3]. 

Satz 1.2.23 ([11, Corollary 2.6.3]). Sei die Dimension von LOTM konstant, und bezeichne 
T die induzierte Bldtterung. Ist MjT eine Mannigfaltigkeit und die Projektion vr : M ^ MjT 
eine glatte Submersion, dann existiert auf M/T eine Poisson-Struktur, so dass die Projektion 
eine forward-Dirac-Abbildung ist. 

Beweis. Man iiberlegt sich, dass Funktionen auf MjT mit den zulassigen Funktionen auf M 
identifiziert werden konnen. Dadurch wird C^{M/T) zu einer Poisson- Algebra. Die letzte 
Aussage folgt wie in Beispiel 1.1.21. □ 

Sei L G TM ®T*M eine verallgemeinerte Dirac-Struktur und sei i : AT ^ M eine Unterman- 
nigfaltigkeit. Wir definieren 

_ L n {TN © T*M) 
^ ~ LnTN° 

und identifizieren L^r punktweise mit einem Unterraum von TN © T*N, wobei Ljv punktweise 
maximal isotrop ist. 1st Ln sogar ein glattes Unterbiindel, dann folgt, dass Ln eine verallge- 
meinerte Dirac-Struktur auf N ist. Es gilt nun der folgende Satz, fiir einen Beweis siehe [11, 
Abschnitt 3.1]. 

Satz 1.2.24. Gelten die oben genannten Voraussetzungen, dann sind dquivalent: 

i.) L n {TN © T*M) hat konstante Dimension. 

a.) L n TN° hat konstante Dimension. 

Falls eine (und damit beide) dieser Bedingungen gelten, so ist Ln eine verallgemeinerte Dirac- 
Struktur auf N und die Inklusion i : N ^ M ist eine backward-Dirac-Abbildung. War aufierdem 
L integrabel, so ist auch Ln integrabel. 

Beispiel 1.2.25 (Marsden-Weinstein-Reduktion, [1, Theo. 4-3-lJ). Sei {M,lj) eine symplektische 
Mannigfaltigkeit und J : M — g* eine aquivariante Impulsabbildung zu einer symplektischen 
Gruppenaktion auf M. Weiter sei / : J^^{fi) ^ M fiir ^ G g* eine Untermannigfaltigkeit 
sowie L = graph(ti;). Man findet, dass die Bedingungen von Satz 1.2.24 erfiillt sind und dass 
-^J-i(/i) = graph(i*a;). Weiter gilt aufgrund der Voraussetzungen an Gruppenaktion und Im- 
pulsabbildung, dass ker{i*io) = Lj-i^^) n T [J^^ifi)) konstante Dimension hat. Bezeichnet 
die durch kei{i*uj) definierte Foliation von J^^^ji), dann erhalten wir unter den in Satz 1.2.23 
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genannten Voraussetzungen insgesamt folgendes Diagramm: 

M 




J-\li)/T 

In diesem Fall gehort die Poisson-Struktur auf J~^{ii)/J- sogar zu einer symplektischen Form 
uj^ed- Die Aussage, dass i eine backward- und vr eine forward-Dirac-Abbildung ist, iibertragt 
sich zu 

War M eine Poisson-Mannigfaltigkeit, so erhalten wir unter den entsprechenden Voraussetzun- 
gen, dass auch J~^{ii)/J^ eine Poisson-Mannigfaltigkeit ist, siehe [11, Abschnitt 3.3]. 

1.3 Anwendungen 

1.3.1 Implizite Hamiltonsche Systeme 

Als Anwendungsbeispiel fiir Dirac-Strukturen geben wir eine kurze Darstellung der Grundlagen 
Impliziter Hamiltonscher Systeme. Fiir weiterfiihrende Informationen siehe z.B. [14, 4, 3, 48]. 

Definition 1.3.1. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit (verallgemeinerter) Dirac-Struktur L und 
Hamiltonfunktion H G C°°(M). Das (verallgemeinerte) implizite Hamiltonsche System ist die 
Menge aller glatten Kurven 7 : M D / — ^ M mit 

(7(t),di/|^(i)) GL. 

Die Isotropic der Dirac-Struktur stellt sicher, dass die Hamiltonfunktion eine Erhaltungsgr6£e 
ist, dass hei£t es gilt 

^Hm) = {AH,^{t)) = ^. 

Die Bewegungsgleichung fiir ein implizites Hamiltonsches System hat im Allgemeinen nicht 
durch jeden Punkt von M eine Losung. Dies ist schon deslialb klar, da die Gleichung nur fiir 
Punkte m & M mit dH\jn G P*{L) iiberhaupt erfiillt sein kann. Tatsachlich miissen wir aber im 
Allgemeinen zu einer noch kleineren Teilmenge von M iibergehen, um die Bewegungsgleichung 
iiberall losen zu konnen. Weiter muss die Losung, falls eine existiert, auch nicht eindeutig sein. 

Die Losungskurven j{t) zu einem impliziten Hamiltonschen System verlaufen immer in einem 
bestimmten Blatt der Distribution p{L). Schranken wir uns auf ein Blatt i : N ^ M ein, so 
entspricht die Losung des implititen Hamiltonschen Systems der Losung der Hamiltonschen 
Gleichungen auf der prasymplektischen Mannigfaltigkeit {N,^}^) zur Hamiltonfunktion H\]sr- 
Siehe dazu auch den nachsten Abschnitt iiber Diracsche Zwangsbedingungen. 

Wir wollen sehen, wie die Bewegungsgleichungen lokal aussehen. Sei deshalb jetzt M = M". 
Nehmen wir weiter an, dass p*{L) konstante Dimension n — k hat. Wir definieren dann wie in 
Satz 1.1.11 beschrieben eine Abbildung J : p*{L) {p*{L))* = TM/{LnTM), die wir behebig 
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zu einer Abbildung J : T*M TM/{L n TM) fortsetzen. Seien nun gi, ■ ■ ■ ,gk Basisschnitte 
von L n TM = {p*{L))° und g-.R'' ^ Ln TM die dadurch gegebene Abbildung. Dann folgt 

dHGp*{L) ^ g*dH = dHog = 0. 

Identifizieren wir nun noch TM/ {L D TM) mit einem zu L H TM komplementaren Unterbiindel 
von TM, so iibersetzt sich die Bedingung {x, dH) G L in die folgenden Gleichungen: 

X = J{dH\^) + Xigi\^ 
= g*dH 

Dabei sind die Lagrangeschen Multiplikatoren Ai,...,Afc Punktionen von t und durch die 

Forderung der zweiten Gleichung eingeschrankt. Im Allgemeinen werden dadurch nicht alle 
Aj's bestimmt sein. Fiir den Fall, dass die Dirac-Struktur der Graph eines Poisson- Tensors 
J : T*M TM ist, gilt L n TM = {p*{L))° = {0} und damit g = 0, und wir erhalten die 
gewohnlichen Hamiltonschen Gleichungen. 

Ebenso konnen wir, sofern p{L) konstante Dimension n — k hat, eine Abbildung oj : p{L) — > 
p{L)* definieren und diese zu einer Abbildung uj : TM p{L)* erweitern. Sind jetzt pi, ■ ■ ■ ,Pk 
Basisschnitte von L D T*M = {p{L))° und somit p : ^ L n T*M, erhalten wir die Hamil- 
tonschen Gleichungen 

dH = i^uj + XiPi 
= p*{x) 

mit Lagrangeschen Multiphkatoren A;, wobei wir noch p{L)* mit einem zu p{L)° komplemen- 
taren Unterbiindel identifiziert haben. 

Beispiel 1.3.2 (Kinematische Zwangsbedingungen) . Sei Q der Konfigurationsraum eines physikalis- 
chen Systems. Seien (gi, . . . , g„) lokale Koordinaten und seien r Zwangsbedingungen lokal durch 

n 

XI o^ji^lW = 0> fiir z = 1, . . . , r 

j=i 

als Bedingung an die Losungskurven q{t) gegeben. Die Oj sind dabei lokal definierte Punktionen 
auf Q. Wir wollen annehmen, dass es k global definierte Einsformen a.j gibt, so dass die 
Zwangsbedingungen in der Form = geschrieben werden konnen, wobei 7 eine Kurve in 

Q bezeichnet. Sei r : T*Q — > Q die Projektion, dann definieren wir eine Dirac-Struktur L auf 
M = T*Q durch die Forderung 

L n T*M = span{r*ai, . . . , r*Qr} 

sowie durch die Einschrankung der kanonischen symplektischen Zweiform ujq G f!,'^{T*Q) auf 
p{L) = (L n T*M)° , vergleiche Satz 1.1.11. Man kann zeigen, dass die so definierte verall- 
gemeinerte Dirac-Struktur genau dann integrabel ist, wenn die Zwangsbedingungen holonom 
sind [14]. Sei nun H : M ^ M. eine Hamiltonfunktion. Die Gleichungen des durch (^M,L,H) 
gegebenen impliziten Hamiltonschen Systems konnen wir damit schreiben als 

dH = ixLO + XrT*ar 

= a(rr(x)) 
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oder, wenn wir zu der oben zuerst genannten Formulierung iibergehen und au£erdem kanonische 
Koordinaten verwenden, 

Qi 

Pj 


Dies sind die Hamiltonschen Gleichungen fiir Systeme mit nicht-holonomen Zwangsbedingun- 
gen, siehe z.B. [5, Absclmitt 5.8]. 1st die liinetische Energie durch eine positiv definite Metrik 
auf Q gegeben, so kann man zeigen [14], dass die Hamiltonschen Gleichungen durch jeden Punkt 
der Untermannigfaltigkeit 

Mc = {x G T*Q I dH\^ e p*{L)} C T*Q 



= a. 



dH 

dH 
dqj 



eine eindeutige Losung haben. 



1.3.2 Diracsche Theorie der Zwangsbedingungen 

Sei Q der Konfigurationsraum eines physikalischen Systems mit einer Lagrangefunktion L G 
C°°{TQ). Wir definieren durch 

¥L(v)(w) = -^ Liv + tw) 
dt t=o 

die Faserableitung FL : TQ T*Q. 1st FL ein DifFeomorphismus, so konnen wir die Hamil- 
tonfunktion H G C°°{T*Q) als die Legendretransformierte von L definieren, 

H o ¥L{v) = ¥L{v)v - L{v). 

1st FL kein Diffeomorphismus, so ist die Hamiltonfunktion im Allgemeinen nicht definiert. In 
bestimmten Situationen konnen wir jedoch eine Hamiltonfunktion auf dem Bild der Faser- 
ableitung definieren. Nehmen wir an, dass M := ¥L{TQ) ^ T*Q eine Mannigfaltigkeit ist, 
sowie dass die Urbilder von Punkten in M unter FL zusammenhangend sind, dann konnen wir 
zeigen, dass die Funktion v ^ ¥L{v)v — L{v) auf dem Urbild eines Punktes a G M konstant 
ist. Sei dazu vi,V2 G FL^^(a) und 7 : [0,1] FL~^(a) eine differenzierbare Kurve^ von vi 
nach V2- Dann folgt^ 

^ (FL(7(i))7(i) - mt))) = am) - mimit) = o. 

Damit ist H durch die obige Gleichung auf M wohldefiniert. Indem wir die kanonische symplek- 
tische Form ujq von T*Q auf M zuriickziehen, lo := i*uJo, wird (M, a;) zu einer prasymplektischen 



Wir nehmen hier also zusatzlich an, dass je zwei Punkte von FL-^(a) durch eine differenzierbare Kurve 
verbunden werden konnen. 

^Man beachte beim Differenzieren von L{-y{t)), dass die Kurve 7 immer im Tangentialraum iiber dem gleichen 
Punkt verlauft. 
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Mannigfaltigkeit. Losungen der Hamiltonschen Gleichungen sind jetzt Kurven -j : I ^ M mit 
/CM, die die Gleichung i^(^t)^ — erfiillen. Dies entspricht der Gleichung 

ij{t),dH)eL 

zu dem impliziten Hamiltonschen System {M, L, H) mit L = graph(a-'). Wir wollen jetzt zusat- 
zlich annehmen, dass kcr(u;) konstante Dimension hat. Da uo im Allgemeinen ausgeartet ist, 
konnen wir nicht mehr damit rechnen, dass durch jeden Punkt von M Losungen dieser Gleichung 
fiihren. Dirac gab in [15] ein Verfahren an, wie zusatzliche Zwangsbedingungen eingefiihrt wer- 
den konnen, so dass auf einem dadurch weiter eingeschrankten Phasenraum das Hamiltonsche 
Vektorfeld ixh^ — d-ff an jedem Punkt existiert. (Siehe auch [23, 44] fiir eine Darstellung 
dieses Verfahrens sowie [22] fiir eine geometrische Beschreibung.) 

Die Menge der zulassigen Funktionen auf M bzgl. der Dirac- Struktur L = graph(a;) ist 
gegeben durch 

{/ G C°°(M) I d/ G p*{L) = (L n TUy = (kcTLoy}. 

Die zulassigen Fimktionen sind also die Funktionen, die entlang der charakteristischen Distri- 
bution ker((j) konstant sind und auf diesen ist damit eine Poisson-Klammer definiert. 
j 

Sei nun N ^ M die durch den Dirac- Algorithmus gewonnene Teilmenge von M, die wir als 
glatte Untermannigfaltigkeit annehmen wollen. Nach Konstruktion von N konnen wir jetzt die 
Gleichung 

eingeschrankt auf N mit Xh G TN losen. Man beachte, dass dies nicht damit iibereinstimmt, 
die Gleichung ixaJ*'^ = i*di/ zu losen. Xh ist im Allgemeinen jedoch nicht eindeutig bes- 
timmt. Lokal konnen wir die Bestimmung von X}j auch auf das Losen der Gleichung 

zuriickfiihren, wobei H eine lokale Fortsetzung von H auf T*Q ist. Um dies einzusehen, wahlen 
wir eine offene Umgebung U C. T*Q von p E N und Funktionen 01 , . . . , G C°°{U) der art, 
dass 

k 

MnC/=f|0ri(O) 

i=l 

und die d^j auf U linear unabhangig sind. Sei nun H' eine beliebige Fortsetzung von i/|;7nM 
auf U . Man kann zeigen [23, Appendix l.A], dass jede lokale Fortsetzung von H durch 

H = H' + \<t>i 

mit Aj G C°°{T*Q) gegeben ist. Betrachten wir also die Gleichung 

ixa^o = dH = dH' + Xidcpi, 

die jetzt fiir jedes A = (Ai,...,Afc) eine eindeutige Losung hat, so ist durch die Forderung 
Xff G TN, die nach Konstruktion von auch erfiillt werden kann, die Freiheit bei der Wahl 
der Aj's auf dimker(a;) Parameter eingeschrankt. Ist M koisotrop und damit ker(a;) = TM D 
TM-^ = TM^, so bleiben alle Aj's frei wahlbar. Ist dagegen M symplektisch, also ker(a;) = 0, 
so sind alle A^'s eindeutig bestimmt. 
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2 Lie-Algebroid-Deformation 



Die formale Deformationstlieorie von kommutativen Algebren wurde in [20] von Gerstenhab- 
er vorgestellt unci spater auf Lie- Algebren unci weitere Strukturen wie symplektische Formen 
und Poisson-Tensoren erweitert. Die Betrachtung im Rahmen der formalen Potenzreihen (siehe 
Anhang B) ermoglicht dabei eine rein algebraische Beschreibung. Zwar ist in physikalischen 
Anwendungen im AUgemeinen eine glatte Deformationstheorie zu fordern, also beispielsweise 
eine Deformation vrj einer Poisson-Struktur vr = ttq, die glatt von dem Parameter t abliangt. 
Eine systematische Untersuchung glatter Deformationen ist jedoch sehr kompliziert und nur 
in einigen besonders einfachen Fallen wirklich konkret durclifiihrbar. Man betrachtet deshalb 
zunachst die formale Deformationstheorie, um zumindest etwaige Obstruktionen fiir die De- 
formierbarkeit zu bestimmen. In einem zweiten Schritt ware dann der Ubergang zur glatten 
Deformationstheorie zu vollziehen, was sich aber, wie gesagt, in den meisten Fallen als au£eror- 
dentlich schwierig wenn nicht gar unmoglich herausstellt. 

In der Physik spielt die Deformationstheorie die RoUe einer Storungstheorie zur dynamischen 
oder kinematischen Stabilitatsanalyse. Bei der dynamischen Stabilitatsanalyse betrachtet man 
eine Deformation der die Dynamik generierenden Hamiltonfunktion bzw. des Hamiltonschen 
Vektorfeldes. Als Beispiel sei hier das Kolmogorov-Arnold-Moser-Theorem (KAM-Theorem) 
zur Storung integrabler Systeme genannt, siehe z.B. [46]. Die Deformationen, die wir be- 
trachten, dienen dagegen zur kinematischen Stabilitatsanalyse. Im Gegensatz zu dem eben 
erwahnten dynamischen Fall betrachten wir dabei nicht Storungen der Hamiltonfunktion, son- 
dern Deformationen der Bewegungsgleichungen selbst. Ein derartiges Vorhaben mag zunachst 
verwundern, da ja die Bewegungsgleichungen Teil der physikalischen Theorie sind und nor- 
malerweise nicht als mit Messfehlern behaftet angesehen werden. Doch kann beispielsweise der 
Ubergang von der nichtrelativistischen Mechanik zur speziellen Relativitatstheorie als Anwen- 
dung einer Deformationstheorie betrachtet werden. Das Objekt, dass dabei deformiert wird, ist 
die Galileigruppe, und es ist ja durchaus ein Ergebnis von Messungen, dass diese Gruppe als 
Transformationsgruppe in der Mechanik Verwendung findet. Und tatsachlich stellt sich bei noch 
genaueren Messungen heraus, dass die Galileigruppe die Transformationen nur naherungsweise 
beschreibt. Die Deformationstheorie der Galileigruppe zeigt andererseits, dass diese Gruppe 
nicht stabil unter Deformationen ist, d.h. wir konnen die Galileigruppe auf nichttriviale Weise 
deformieren, wobei der Deformationsparameter die RoUe von ^ mit der Lichtgeschwindigkeit 
c spielt. Damit erhalten wir zumindest einen Hinweis darauf, dass die Galileigruppe einer 
geniigend genauen experimentellen Priifung moglicherweise nicht standhalt. Andererseits stellt 
sich die Lorentzgruppe als stabil unter (physikalisch sinnvollen) Deformationen heraus und wir 
erhalten einen guten Anhaltspunkt dafiir, dass die spezielle Relativitatstheorie auch weiteren 
Priifungen standhalt. 

Ein zweites Beispiel fiir eine Deformationstheorie ist die Deformationsquantisierung. Dabei 
wird das kommutative Produkt der klassischen Observablen auf dem Phasenraum unter Beach- 
tung gewisser physikalischer Nebenbedingungen zu einem nichtkommutativen Produkt defor- 
miert. Auch hier liefert die Instabilitat der klassischen Observablenalgebra einen Hinweis darauf, 
dass sich die klassische Theorie bei ausreichend genauer Messung als nicht haltbar erweist. Als 
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deformierte Theorie erhalt man dann eine mogliche Quantisierung und die RoUe des Deforma- 
tionsparameters wird von H iibernommen. 

Diese Beispiele zeigen, dass die Beschaftigung mit Deformationstheorien auch fiir die Physik 
fruchtbar ist. Im folgenden werden wir deshalb die Deformationstheorie von Lie-Algebroiden 
studieren. Lie-Algebroide treten in der Physik an verschiedenen Stellen auf. Sei beispielsweise 
ein Phasenraum M gegeben, auf dem eine Symmetriegruppe G operiert. Indem wir zu den 
infinitesimalen Erzeugern dieser Gruppe, also ihrer Lie-Algebra g, iibergehen, lasst sich diese 
Operation als eine Abbildung : g — > r^(TM) beschreiben. Das Wirkungs-Lie-Algebroid 
zu der Wirkung (p ist dann durch E = M x g gegeben. Zur Definition der Lieklammer auf 
r°°{E) sowie des Ankers siehe z.B. [10, Abschnitt 16.2]. Damit ist die gesamte Information, 
die in Phasenraum, Symmetriegruppe und in der Art der Wirkung enthalten sind, in einem 
einzigen Objekt, dem Wirkungs-Lie-Algebroid, enthalten. Da wir am Beispiel der Galileigruppe 
bereits gesehen haben, dass sich die Untersuchung der Deformation von Liegruppen physikalisch 
auszahlen kann, sollte es nicht verwundern, wenn selbiges auch auf die Deformation von Lie- 
Algebroiden zutrifft. 

Lie-Algebroide treten aber auch in der Form von integrablen Unterbiindeln E C TM des 
Tangentialbiindels auf, wobei E° C T*M die Zwangsflache zu in den Impulsen linearen Zwangs- 
bedingungen ist, siehe [17]. 

Die Deformationstheorie von Lie-Algebroiden sollte damit hinreichend motiviert sein. Zu- 
nachst wollen wir aber zur Einfiihrung die Deformationstheorie von Liealgebren nach Gersten- 
haber untersuchen. 

2.1 Deformationen von Lie-Algebren 

Sei V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum. Wir bezeichnen fiir n > mit M'"{V) = 
V*<SiV die multilinearen und mit A^{V) = /\" V*<^V die antisymmetrischen multilinearen 
Abbildungen f ■.Vx...xV — >V. Weiter sei M^{V) = A^{V) = V sowie = ^"(F) = 

{0} fiir n < 0. Schlie£lich definieren wir 

M'{V) = ^M''{V) 

sowie 

Eine Algebra- Struktur auf V definiert damit ein Element in M.'^iy). IstV = Q eine Liealgebra, 
dann ist durch die Lieklammer gemafi lJ-{x,y) = [x,y] ein Element // G -4^(0) gegeben. 

Es soli nun auf Ai'{V) bzw. auf A'{V) eine Algebra-Struktur erklart werden, mit der im 
ersten Fall die Assoziativitat und im zweiten Fall die Jacobi-Identitat fiir eine auf V vorhandene 
Algebra-Struktur kontrolliert werden kann. Die folgende Konstruktion geht zuriick auf Gersten- 
haber [20, 21]. Man beachte, dass dafiir nur die Vektorraumstruktur von V benutzt wird. Wir 
definieren zunachst fiir / G M"^{V) und g G Ai'^{V) sowie 1 < i < m eine Verkniipfung Oj 
durch 
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wobei xi, . . . ,Xm+n-i £ ^) und definieren dann das Gerstenhaber-Produkt als 

m 

/o5:=^(-l)(-i)("-i)/o,5, 

i=l 

sowie fiir / G A"^{V), g G A"{V) das antisymmetrisierte Gerstenhaber-Produkt durch 

{f09){xi,--- ) = Xl^"^)"-^ {aiXnil),- ■ ■ , X^(n)),X^(n+l),- ■ ■ , a;^(n+m-l)) , 

TT 

wobei die Summe iiber alle {n,m— 1)-Shuffles^ geht. Man iiberlegt sich leicht, dass / o 5 bis 
auf einen Vorfaktor tatsachlich die Antisymmetrisierung von fog ist. 

Die so erhaltenen Produkte sind zwar im allgemeinen nicht assoziativ, dennoch lasst sich 
zeigen, dass durch die Gerstenhaberklammer 

eine Super-Lieklammer auf M.*{V) bzw. durch die Nijenhuis-Richardson-Klammer [38] 

eine Super-Lieklammer auf A*{V) definiert ist. Ist /x G M'^{V), so ist jj, assoziativ genau 
dann, wenn = 0. Ist fi G A^{V), so erfiillt fi die Jacobi-Identitat genau dann, wenn 

Im weiteren beschranken wir uns auf den antisymmetrischen Fall. Sei also durch fi G .4^(0) 
eine Lieklammer [ • , • ] auf g gegeben, d.h. [n, = 0. Wir definieren eine Abbildung 

S^:A-{e) A'+\0) 

und mit der Super-Jacobi-Identitat zeigt man unter V'erwendung von [/i, /v,] = die Gleichung 
6^ = 0. Mit einer kleinen Rechnung folgt, dass fiir / G -4."(0) die Beziehung 5^/ = (— 1)"(5ce/ 
gilt, wobei Sce das Chevalley-Eilenberg-Differential zu fj, ist, 

n+l . 

ScEfixi,...,Xn+l) = ^{-iy^^n{Xi,f{xi,.:.,Xn+l)) 

1=1 

i 3 

l<i<i<n+l 

Wir betrachten jetzt fiir eine Folge G -4^(0) eine formale Deformation /v,^ = /7,o + t/ii + 
t^li2 + • • • G v4^(fl)[[i]] von /xo = [■ ) ■ ]; der Lieklammer auf g. jit erfiillt die Jacobi-Identitat 
genau dann, wenn 

W ^^t]M■,^ = 

^Eine Permutation 

/ 1 2 ... p p + 1 ... p + g^,<^ 

''~1^7r(l) 7r(2) ... 7r(p) 7r(p+l) ... -Kip + q) ) ^ 

ist ein (p, g)-Shuffle, wenn die Zahlen 7r(l), 7r(2), . . . , 7r(p) und v{p + 1), 7r(p -|- 2), . . . , 7r(p -|- q) aufsteigend 
geordnet sind. 
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gilt. Diese Bedingung in den einzelnen Ordnungen von t ausgewertet fiihrt auf ein System von 
Gleichungen 

■ [Mo, Mi]aak + HvT^ = = 

i=l 

wobei wir jetzt kurz 5 fiir Sf^o schreiben. 

Zunachst folgt aus der ersten Gleichung [l^O: I^o]j^tz = 0, dass die Jacobi-Identitat erfiillen 
muss, d.h. die undeformierte Klammer muss bereits eine Lieklammer sein. Die zweite Gleichung 
5fii = bedeutet, dass fii ein Chevalley-Eilenberg-Kozyklus sein muss. Angenommen, man hat 
bereits ^q, . . . , fik-i gefunden, so dass die obigen Gleichungen bis zur Ordnung k — 1 erfiillt 
sind. Die Prage ist, ob die Deformation mit einem //^ bis zur Ordnung k fortgesetzt werden 
kann. Es ist also die Gleichung 

k-l 

= ^[l^i^ IJ'k-ilMK 
1=1 

7A1 losen. Dies ist nur mogiich, wenn die rechte Seite der Gleichung ein Kozyklus ist. Mit Hilfe 
der Super-Jacobi-Identitat fiir die Klammer [• , -J^^r^ sowie der Giiltigkeit der Gleichungen fiir die 
niedrigeren Ordnungen lasst sich jedoch tatsachlich zeigen, dass '}2i=i[l^i^ l^k-ilj^K geschlossen 
ist. Fiir die Losbarkeit der Gleichung ist es aber notwendig, dass die auftretende Summe exakt 
ist. Es ergibt sich also eine Obstruktion in der dritten Chevalley-Eilenberg-Kohomologie i?Qg(g) 
fiir unser Deformationsproblem. 

2.1.1 Triviale Deformationen 

Definition 2.1.1. Sei hq £ A'^{g) eine Liealgebrastruktur auf g. 

1. Zwei formale Deformationen //t = //q + i Mi + • • • und = fj,o + t /I'l + . . . von /xq hei£en 
aquivalent, wenn es eine M[[i]]-lineare Abbildung 

= id + :fl[M] ^g[M] 

gibt, so dass 

i^tix,y) = (Pt^{i^tiMx)^My))) 

als Gleichung in formalen Potenzreihen. 

2. Eine Deformation /j^t = ij,q + 1 fii + . . . hei&t trivial, wenn fit aquivalent zu /j^q ist. 

Sind fj,t und fj,[ aquivalente Deformationen, so erhalten wir, indem wir die Bedingung fiir 
Aquivalenz in erster Ordnung von t betrachten, die Gleichung 

fJ-'i - Ml = [mo, (I>i]mk = <^^i' 

d.h. und III definieren das gleiche Element in Hq^{q). Es gilt nun das folgende 

Lemma 2.1.2 ([21, Prop. 1]). Sei fit eine formale Deformation von hq. Dann ist jit aquiv- 
alent zu einer Deformation ii[ = + f^ix^ + wohei das erste nicht verschwindende n'^ 
geschlossen, jedoch nicht exakt ist. 
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Beweis. 1st //^ = Scpn exakt, so liefert 4>t = id+f^ 4>n eine Aquivalenztransformation auf eine 
Deformation der Form fiQ + t"''^^ + . . . □ 

Damit ergibt sich die 

Folgerung 2.1.3. 1st i^^g(g) = 0, so ist g starr, d.h. alle formalen Deformationen sind trivial. 

2.2 Lie-Algebroid-Strukturen als Multiderivationen 

Wir wollen jetzt versuchen, die Konstruktion von Gerstenhaber auf Lie-Algebroide anzuwen- 
den. Dabei folgen wir [13]. Die direkte Ubertragung der obigen Uberlegungen wiirde nur zu 
einer Deformation der Lie-Algebra-Struktur auf T°°{E) fiihren, die Leibniz-Regel ware im All- 
gemeinen fiir die deformierte Klammer allerdings nicht mehr erfiillt. Es zeigt sich jedoch, dass 
die Gerstenhaberkonstruktion, angewandt auf einen Unterkomplex von A*{T°°{E)), das gewiin- 
schte liefert. Dieser Unterkomplex ist der Komplex der Multiderivationen Der'{E) von E, den 
wir jetzt vorstellen wollen. 

Definition 2.2.1. Eine Multiderivation vom Grad n > ist eine antisymmetrische, multilineare 
Abbildung 

D : r°°(£') X ... X T°°{E) — > T°°{E) 

n+l mal 

der art, dass es eine Abbildung 

aD ■■ r°^{E) X ... X r~(^) — y r°°{TM) 

V ' 

n mal 

gibt, so dass fiir ATq, ... ,A:„ G r°°(^), / G C~(M) die Gleichung 

D{Xo,Xi,. . . ,Xn-l, fXn) = fD{Xo, . . . ,Xn) + aoiXo, . . . ,Xn-l){f)Xn 

gilt. Wir nennen ctd das Symbol von D. Fiir n > sei Der'^{E) der Raum der Multiderivationen 
auf E. Weiter setzen wir Der~^{E) = r°°(E) sowie Der^{E) = {0} fiir n < —2. Schliei^lich sei 

Der'{E) = ^Der''{E). 

Die Abbildung ao ist offensichtlich ebenfalls antisymmetrisch. Man kann weiter zeigen, dass 
fiir Vektorbiindel mit Faserdimension > 2 folgt, dass ajj sogar C°°(M)-linear ist, also 

CTD e r~(A"£^* <8)TM). 

Fiir Faserdimension = 1 ist ohnehin Der^{E) = fiir A; > 0, so dass nur Symbole a G X{M) = 
V^iTM) auftaudien. 

Wir iibertragen jetzt die Gerstenhaberkonstruktion auf Der*{E). Dabei wahlen wir gemai^ 
[13] eine vom vorherigen Abschnitt leicht abweichende Normierung und Vorzeichenkonvention. 
Fiir Di G DerP{E) und D2 G Der'^{E) setzen wir das Gerstenhaberprodukt fest als 



Di O D2{so, Sp+q) = ^{-lyOi {D2{s^(o),. . . , ^(q) ) , S7r(q+1) > • • • , S^^l^p+q)), 

TT 
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wobei die Summe iiber alle {q + l,p)-Shuffles lauft. Die Super-Lieklammer ist jetzt 

[D,,D2]aM = i-irn, 0D2-D20 D,, 

was bis auf ein Supervorzeichen der Nijenhuis-Richardson-Klammer, eingeschrankt 

auf die Multiderivationen Der'{E), entspricht. Man kann zeigen, dass mit Di G Der^{E) 
und D2 e Der'i{E) folgt, dass [£)i,D2]cm ^ DerP+i{E) gilt, d.h. Der*{E) ist unter der 
Gerstenhaberklammer abgeschlossen. Genauer rechnet man nach, dass 

wobei 

TT 

mit der Summe iiber alle {q + l,p)-Shuffles, sowie 

[<7Di,<7D2] («!,•• ■,Sp+q) = ^ (-1)'' [(TDi (%(!) , ■ ■ • , S7r(p) ) > "^Da (S7r(p+1) ) • • • > ■S7r(p+g) )] > 

TT 

summiert fiber alle {p, g)-Shuffles. 

Wegen Der'^iE) C A''+H^'^{E)) ist damit klar, dass (Der'{E), [• , -l^^J eine gradierte Lieal- 
gebra ist, und dass ein Element m G Der^{E) genau dann eine Liealgebra-Struktur ■AufT'^^E) 
definiert, wenn [m,m\^j^ = gilt. Tatsachlich ist in diesem Fall durch m sogar eine Lie- 
Algebroid-Struktur auf E gegeben, wobei der Anker p = am das Symbol von m ist. Die 
Leibniz-Identitat ist dabei bereits durch die Voraussetzung m £ Der^{E) erfiillt. 

Gegeben ein Element m G Der^{E) mit [m,m\(^^ = 0, so definieren wir eine Abbildung 
5m '■ Der^{E) — ^ Der^'^^{E) durch D i— > [m,D]^j^, wobei mit der Super-Jacobi-Identitat fiir 
[•, wieder (5^ = folgt. Wir erhalten also einen Kokettenkomplex 

Der-\E) — Der'\E) — Der\E) — Der^{E) — . . . 

sowie die dazugeliorigen Kohomologieklassen, die wir hier mit ^,j^{E) fiir Crainic-Moerdijk 
bezeichnen wollen. Durch eine kleine Rechnung erhalten wir fiir D G DerP{E) die Gleichung 

(^Sm{D) = (^[m,D]cM = ^^^'^^ + (-l)^PO ^, 

wobei jetzt 

p+i . 

^(0-d)(s1, • • • = • • -jSp+l)] 

1=1 

i<j 

gemeint ist. 

Bemerkung 2.2.2. Ist E = TAi mit m G Der^{TM) der Lieklammer auf Vektorfeldern und 
p = id, dann gilt ud € DerP~^{TM) sowie 6{aD) = Sm{E>) = [m,D]^j^, also 

aS^^D)=Sm{<7D) + {-irD 

woraus sofort folgt 

K,CMi^M) = 0. 
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Wie vorher bei der Deformation von Lie-Algebren betrachten wir eine formale Reihe nit = 
mo + tmi + t^m2 + . . . G £)er^ (£■)[[*]] und fordern [mt,mt](y^ = 0. Analog zu den Uberlegun- 
gen im vorherigen Abschnitt erhalten wir, dass die Obstruktionen fiir die Deformationen in 
Hmo,CMi^) suchen sind. 



2.3 Deformationen linearer Poisson-Strukturen 

Ein Lie-Algebroid {n : E ^ M, definiert bekanntlich eine Poisson-Struktur auf dem 

dualen Biindel t : E* — > M. Bezeichnet man mit s = J{s) G C°^{E*) die durch s £ T°°{E) 
gegebene faserweise lineare Funktion auf E*, und sei Iq die Umkehrabbildung dazu, so ist die 
Poisson-Struktur auf E* durch die Forderung der Gleichung 

M{Si,S2}) = [si,S2]^, si,S2 e T°°{E) 
sowie der Leibnizregel fiir die Poisson-Klammer eindeutig bestimmt. Es gilt dann mit f,g £ 

{s,T*f}=T*{p{s)f), {r*f,T*g} = 0. 

Poisson-Strukturen dieser Art konnen durch das Eulervektorfeld charakterisiert werden. Dabei 
ist fiir ein Vektorbiindel n : E —>■ M das Eulervektorfeld ^ G T°^(TE) definiert als das Vektorfeld 
zu dem Fluss $f(um) = e^v^, Vm e Em = 7r-^(m). Ist nun P G X'^(E*) = T'^{/\'^TE*) der 
Poisson- Tensor zu der Poisson-Struktur auf E* , so lasst sich zeigen, dass C^P = —P gilt (siehe 
z.B. [35, Prop. 5.3.3] und Abschnitt 2.3.2). 

2.3.1 Homogene Multivektorfelder 

Wir wollen unsere Betrachtungen ein wenig verallgemeinern und machen dazu folgende Defini- 
tion. 

Definition 2.3.1. Seien p,keZ. Die Multivektorfelder X G 3£P{E) = r°°(A^T£;*) mit 

jC^X = kX 

hei£en homogen vom Grad k. Als Bezeichnung sei 

XP'''{E) = {X e X^iE) I C^X = kX} 

vereinbart. 

Bemerkung 2.3.2. Es gilt X^'^{E) = fiir k < —p. Zur Begriindung iiberlegt man sich zunachst, 
dass fiir Funktionen / G C°°{E) = X^{E) die Differentialgleichung jC^f = k^ nur fiir A; > 

auf ganz E giatte Losungen hat. Seien x'^v" lokale Koordinaten von E, wobei die ,t* durch 
Koordinaten auf M induziert und die durch eine passende lokale Trivialisierung gegeben 
sind. Dann gilt 



d ^ ^ d d 



Damit ergibt sich 



^ I , d d d d 



, ^ d d d d 
(A/) A ... A — — A 7^ A ... A 

^ d d d d 
—sf-pr-^ A ... A TT-^ A A ... A . 
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Da Punktionen mindestens den Homogenitatsgrad Null haben, folgt daraus die Behauptung. 

Man sieht leicht, dass / G C°^{E) genau dann faserweise konstant ist, wenn C^f = gilt. Es 
gibt dann sine eindeutig bestimmte Funktion g G C°°(M) mit / = 'K*g. 
Lokal ist jedes Pe jeP'*^(^) Summe von Termen der Form 

d d d d 

fn-tp-rai...ar _ _ ^ ^ ^ _ _ 



mit r>-k und fh-ip-rai...ar ^ ^o,fe+r(^) 

Lemma 2.3.3. Seip,k,r E p > 0, k > —p und <r <p sowie X G XP'^{E). Seien wetter 
/i, . . . , /, G C°°{M) Funktionen auf M und si, . . . , Sp-r G X'^'^(-E') lineare Funktionen auf E. 
Dann gilt 

ix(vr*d/i A ... A 7r*d/^ A dsi A . . . A dsp_^) G 
wnc? damit fiir r > p + k 

zx(7r*d/i A ... A 7r*d/r A dsi A . . . A dsp_r) = 

Beweis. Man iiberlegt sich leicht, dass C^'K*dfi = sowie >C^dsi = dsj gilt. Mit der Identitat 
= 'i[^,x] rechnet man nach, dass 

£^ixiT^*dfi A ... A 7r*d/r A dsi A ... A dsp_r) 

= i[^,x] (7i"*d/i A ... A 7r*d/r A dsi A . . . A dsp-r) 

+zX'C^(7r*d/i A ... A 7r*d/f. A dsi A ... A dsp_r) 

= A:ix(vr*d/i A ... A TT*dfr A dsi A . . . A dSp-r) 

+ {p - r)ix{'n'*dfi A ... A 7r*d/r A dsi A ... A dSp-r) 

= {p + k~r) ix(7r*d/i A ... A 7r*d/r A dsi A . . . A dsp-^), 

d.h. es gilt 

ix(vr*d/i A ... A 7r*d/,. A dsi A . . . A dsp^r) G 
und der betrachtete Ausdruck ist fiir r > p + k gleich Null. □ 

Bemerkung 2.3.4. Sei P G 3£P''^{M) mit — p < A; < 0. Dann folgt mit dem eben gezeigten 
Lemma, dass P lokal bereits durch Angabe von 

P{dv°'\...,dv°'p) 



P{dx'^ dx^f +'= , du°i , . . . , d-y'*-* ) 

bestimmt ist, wobei wie oben die durch eine Karte auf M und die G X^'^{E) durch eme 
Vektorbiindelkarte gegeben sind. 

Lemma 2.3.5. Sei X G X^'^{E) ein vollstdndiges lineares Vektorfeld und sei $t der dazuge- 
horige lokale Fluss. Dann ist ^in Vektorbiindelisomorphismus, d.h. bildet Fasern wieder 
auf Fasern ah, und es gilt fiir x G M , v,w E E^ sowie a G M die Gleichung 

^t{av + w) = a^t{v) + ^tiw). 
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1st umgekehrt em t-abhdngiger Vektorbiindelisomorphismus, so ist durch 

Qt \t=s 

ein zeitabhdngiges Vektorfeld Xs G X^'^{E) definiert. 

BeweAs. Sei zunachst X G X^'^{E). Wegen JC^X = [^,X] = vertauschen die zu den Vektor- 
feldern gehorenden Fliisse, 

$j o $1 = o $j 

d.h. es gilt fiir v & E und alle s G M 

Damit gilt also die Gleichung 

7r{^t{v)) = 7r(e*$t(i;)) = 7r($t(e*t;)), 
und wenn wir den Limes s — > — oo bilden, folgt mit der Stetigkeit der beteiligten Abbildungen 

womit gezeigt ist, dass $t Fasern auf Fasern abbildet. Aui^erdem folgt auch, dass fiir a > 
Da aber 



d 
di 

sowie —^o{v) = —V und der Fluss eindeutig ist, gilt also 



und die obige Gleichung gilt fiir alle a G M. 
Jetzt betrachten wir die Kurve 

7t = ^t{v + w)- ^t{v) - $tH, 

die aufgnmd der Fasertreue von wohldefiniert ist. Wir wollen 7 in einer Karte bestimmen, 
d.h. wir beschranken uns auf den Fall E = U xR'' mit U CW offen. Seien Koordinaten in 
U sowie f" Koordinaten in M'^'. X hat dann die Gestalt 



mit a^,h'^'.U ^ M Funktionen. Den Fluss zu X schreiben wir als 
so dass 
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Zunachst folgt (j)t{x,v) = a*(x)^ und (t)t hangt damit nur von x ab. Weiter ist 
und wir erhalten 

7t = a\U^))—^+h%{ct^t{x))(^^^^{x,v + w)-^l{x,v)--^^^{x,w)) — 
= X{<i)t{x),^t{x,v + w)-^t{v)-'^t{w)) 
= 

also ist 7( eine Integralkurve von X mit Anfangswert 70 = (a;, 0). Nun ist aber X\m = 
a*(x)^ G TM, d.h. M ist invariant unter dem Fluss zu X. Somit ist 7t = {4>t{x),Q) 
fiir alle t, fiir die 7^ definiert ist. Die Kurve 7* verlauft also im Nullschnitt des Biindels U x M*^. 
Das ist aber eine koordinatenunabhangige Aussage, so dass wir auch fiir nichttriviale Biindel er- 
halten, dass die Kurve 7t im Nullschnitt verlauft, womit die erste Aussage des Lemmas bewiesen 
ware. Die umgekehrte Richtung ist aber klar. □ 

2.3.2 Lineare Poisson-Deformation 

Sei nun tt G j£^'~^(£'*) ein linearer Poisson- Tensor auf t : E* ^ M . Durch die Vorschrift 

[si, S2] = {h^h] = «7r(dsi A ds2), si, §2 G V^iE) 

ist eine Lieklammer auf den Schnitten von E definiert. Weiter definieren wir den Anker p : 
E TM durch 

r* {p{s)f) = {s,T*f}. 
Dass p dadurch wohldefiniert ist, folgt aus Lemma 2.3.3, denn damit gilt 

Damit ist die Punktion {s,t*/} faserweise konstant. Weiter gilt aufgrund von {t*/, r*g} = 
iT^{T*df f\T*dg) = 0, dass p sogar (7°°(M)-linear und damit tatsachlich ein Vektorbiindelhomo- 
morphismus ist. Man sieht leicht, dass {E, [•,•], mit den obigen Definitionen ein Lie-Algebroid 
wird. Wir haben also eine eindeutige Beziehung zwischen Lie-Algebroid-Strukturen auf E und 
linearen Poisson-Strukturen auf E* . Dies kann verallgemeinert werden zu der folgenden Aus- 
sage. 

Proposition 2.3.6. Sei tt : E ^ M ein Vektorhiindel, und sei t : E* ^ M das duale Biindel. 
Dann gibt es fiir jedes k >0 einen Isomorphismus 

Ik : X^^^-^{E*) Der^-^{E). 

Dabei ist die Abbildung Xq das Inverse zu der Abbildung s 1-^ s, die einem Schnitt s G r°°{E) die 
entsprechende lineare Funktion s G X^'^^E*) zuordnet. Fiir k>l ist Ik fuf ein P G 
definiert durch 

Ik{P){si, ...,Sk)= Io{ip dsi A . . . A dsfc) si, . . . , Sfe G T°°{E). 
Weiter ist das Symbol (y-ik{p) fUr eine Funktion f G C°°{M) durch 

(^Tk{P){si^---^Sk-i){f) =2o(ip dli A . .. A dsfc_i Adr*/) 

gegeben. 
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Beweis. Zunachst iiberlegt man sich mit Hilfe von Lemma 2.3.3, dass fur P G ?&'^-^{E*) folgt, 
dass 

ipdsi A...AdSfe 

und Tk{P) damit wohldefiniert ist. Weiter ist Ik{P) offensichtlich antisymmetrisch. Um die 
Derivationseigenschaft nachzurechnen, iiberlegt man sich zunachst fiir die Abbildungen s i— > S 
und ihr Inverses Iq die Gleichungen 

fs = T*f s bzw. 2o(r7 s) = /Xo(s). 

Damit folgt jetzt 

Xfe(P)(si,...,/sfc) = Jo(ipdsi A... Ad(r7sfc)) 

= Io{T*f ipdsi A ... A dsk + ipdsi A ... A d T*fsk) 
= f^kiP){si, ...,Sk) + ap{si, Sk-i){f)sk, 

wobei 

ap{si, . . .,Sk-i){f) = loiipdsi A... A dr*/) 

mit der Kurzschreibweise ap fiir (yXf.{p) gilt- Dabei folgt wieder mit Lemma 2.3.3, dass ap 
wohldefiniert ist. Weiter ist ap{si, . . . eine Derivation von C°°{M) und definiert deshalb 

ein Vektorfeld auf M. Indem man nochmals Lemma 2.3.3 zu Hilfe nimmt, sieht man, dass ap 
in den Argumenten si, . . . , auch C°°(M)-linear ist. Umgekehrt sieht man mit Bemerkung 
2.3.4, dass fiir ein D G Der^^^{E) mit Symbol ap, durcli die angegebenen Gleichungen eindeutig 
ein P G X^'^~^{E*) mit 1{P) = D definiert ist, womit die Bijektivitat von X folgt. □ 

WoUen wir jetzt die Deformation von Lie-Algebroiden untersuchen, so konnen wir aquivalent 
dazu auch die Deformation von linearen Poisson-Strukturen auf Vektorbiindeln untersuchen. 
Aus der Deformationstheorie fiir Poisson-Mannigfaltigkeiten wissen wir, dass die zweite und 
dritte Poisson-Kohomologie mit den Deformationen zusammenhangen, siehe z.B. [10, 50]. Wir 
geben jetzt einen Unterkomplex an, der die Deformation von linearen Poisson-Strukturen regelt. 
Zunachst ein 

Lemma 2.3.7. Sei n : E ^ M ein Vektorbundel und seien P G 'XP'^{E), Q G X'^'^{E) homogene 
Multivektorf elder. Dann gilt 

[p,Q] G 

d.h. die homogenen Multivektorf elder sind unter der Schouten-Nijenhuis-Klammer abgeschlossen. 
Beweis. Mit Hilfe des Eulervektorfeldes ^ rechnen wir nach, dass 

^dP^Q] = [^,[P,Q]] = [[^,PiQ] + [PA^,Q]] 

= k[P,Q]+l[P,Q] 
= {k + l)[P,Q]. 

□ 

1st jetzt TT G X'^'~^{E) ein linearer Poisson- Tensor, so gilt nach Lemma 2.3.7 fiir das zugehorige 
dTT = [tt, • ] , dass 

d^{XP'''{E)) C X^+i'*^-!, 
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und wir erhalten fiir fc > die Unterkomplexe 



Wir interessieren uns natiirlich fiir den Komplex, der die linearen Bivektorfelder enthalt, also 



und die dazugehorige Kohomologieklassen 

rrk . . _ ker(d^ : X^'^-^E) X^+^^-\E)) 

Sei nun ttj = ttq + t^i + t^n2 + • • • £ j£^(M)[[i]] eine formale Deformation von ttq. Damit vrt 
ein linearer Poisson- Tensor ist, miissen die Gleichungen 

[7rt,7rt] = und L^ttj = -ttj 

gelten. Die erste Bedingung liefert wie iiblich die Gleichungen 

^ n— 1 
i=l 

fiir die einzelnen 7r„, die zweite Bedingung ist einfach 

Wenn wir aber die Losungen der ersten Gleichung nicht in dem ganzen Poisson-Komplex suchen, 
sondern unseren Unterkomplex verwenden, ist die zweite Gleichung offenbar automatisch erfiillt. 
Damit liegt die Obstruktion fiir die Deformation von linearen Poisson- Strukturen in der dritten 
linearen Poisson-Kohomologie H^^i^^{E). 

Damit haben wir jetzt zwei aquivalente Moglichkeiten, wie die Bedingungen fiir die Existenz 
von Deformationen von Lie-Algebroiden beschrieben werden konnen. In der Tat gilt der folgende 
Satz. 

Satz 2.3.8. Seien P e 3iP'^-P{E*) und Q G Xi''^-i{E*) Multivektorf elder. Dann gilt fiir die 
Abbildung 

I, : X''^-{E*) Der-\E) 

die Gleichung 

X,+,_i([P,g]) = (-i)(^-^)(^-^)[Xp(p),T,(Q)]^^. 

Fiir den Beweis brauchen wir ein Lemma. 

Lemma 2.3.9. Sei M eine Mannigfaltigkeit, P G XP{M) und seien ai . . . G r2^(M), r > p 
Einsformen. Dann gilt 

ip ai A . . . A ar = ^(-l)''(ip a^(i) A ... A a^(p)) a^(p+i) A ... A a^(r), 

TT 

wobei die Summe iiher alle {p,r — p)-Shufftes Iduft. 
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Beweis. Sei q = r — p und Q G X'^{E) beliebig. Dann gilt einerseits (Summen jeweils iiber alle 
{p, g)-Shuffles) 



= (_1) ^(-1)-PK(,), . . . , a,(p))QK(,+i), . . . , 

TT 

= (-If^ Xl^^-P "'^(1) ^■■■^ «7r(p)) (^Q a7r(p+i) A ... A a^(p+g)) 

TT 

= (-1)^^ iq (^{ip "7r(i) A ... A a^(p)) A ... A a,r(p+g)) • 



Andererseits ist aber 



ipAQOti A . . . Aap+q = (-l)P''iQAPai A ... Aap+g 
= (- IfiQ {ipaiA...A ap+q) 

womit die Behauptung folgt. □ 

Damit konnen wir jetzt den Satz beweisen. 

Beweis. Seien also P G XP''^-p{E*) und Q e Multivektorfelder sowie Dp=I{P) G 

DerP~^{E) und entsprechend Dq =T{Q). Dann ist 

= ipAiQ - {-IfAipiQ - {-l)^P-^\QipA + (-l)(^'-^)'^+^'^Qd^p 

Seien weiter s-i G T°°{E) Schnitte, die wir mit linearen Funktionen auf E* identifizieren. 
Beachtet man noch, dass 

dann folgt (Summen iiber alle (p, q — 1)-Shuffles) 

i[P,Q]dsi A ... A dsp+q = [ipdiQ - {-l)^~^^^'i~^hQdip)dsi A ... A dsp+q 
= '^{-^Vip d{DQ{s^(^i), . . . A ds^(<j+i) A ... A ds^(p+g_i) 

TT 

d(L>p(s^(i), . . . , A ds^(p+i) A ... A ds^(p+g_i) 

TT 

= XI '^"■^^''"^^(■^'^(^'^(l)' ■ ■ ■ '■^7r(g)))S7r(g+l), • • • , S,r(p+g-l)) 

TT 

TT 

= (i^p O - (-l)(f-l)(«-l)Z)Q O Dp){si, . . .,Sp+q_,) 

= (-l)(^-^)(''-^) [Dp, Dq]^^ {Sq,..., Sp+q.^) 

□ 
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Satz 2.3.10. Sei tt G X^-'^iE*) mit [7r,7r] = und m = J2(7r) G Der\E). Dann gilt 
[m,m]^j^ = und die Abbildung X, /lai die Eigenschaft 

SmoI{P) = {-lY-^lo5^{P) fiir PeXP''-P{E*), 

d.h X, induziert einen Isomorphismus der Kohomologie 

H',un{E*) = H^^^j^{E). 

Beweis. Zunachst ist [m,m] = [X(7r),X(7r)] = — X([7r, tt]) = 0, also ist durch 6^ = [m, ■ ] ein 
Differential definiert. Weiter ist fur P G XP^^-p{E*) 

SmoI{P) = [X(7r),X(P)] = i-ir-'l{[7r,P]) = i-ir-'loS,iP) 

womit die Behauptung gezeigt ist. □ 

2.3.3 Triviale Deformationen 

Definition 2.3.11. 1. Zwei formale Deformationen ttj und tt^ von ttq G X'^'~^{E*) hei£en 
aquivalent, wenn es eine formale Reihe von Automorphismen der Form 

k=0 

mit einer formalen Reihe von Vektorfeldern 

Xt = tXi + t^X2 + ... 

gibt, so dass ttj = (t)t{'^t)- Dabei ist {jCxt)^T^ = [Xt, [■ ■ ■ [Xt,Tr] . . .]] gemeint. 

2. Eine Deformation ttj von ttq hei£t trivial, wenn ttj aquivalent zu ttq ist. 

Da wir verlangen, dass (pt lineare Poisson-Strukturen auf lineare Poisson-Strukturen abbildet, 
muss gelten 

exp{Cxt)J~'^Trt = -exp(£xj7ri = -ttj = jC^7r[ = C^eyip{Cxt)n, 
woraus folgt, dass [C^Xt] = C[^,Xt] = 0, d.h. Xt G X'^'^{E*)[[t]]. 

Bemerkung 2.3.12. Im Rahmen der allgemeinen Deformationstheorie einer Poisson-Mannig- 
faltigkeit M kann gezeigt werden, dass die Menge der formalen Diffeomorphismen ex.p(Cxt) 
von M mit der Gruppe der homogenen Automorphismen der Gerstenhaberalgebra (j£*(M)[[t]], 
[•,•], a) vom Grad Null, welche in unterster Ordnung mit der Identitat beginnen, iibereinstimmt, 
siehe z.B. [50, Prop. 4.2.39]. Da X*'^~* (E*) unter dem Dachprodukt nicht abgeschlossen 
ist, gilt diese Aussage hier nicht. Wegen der Abgeschlossenheit unter der Lieklammer bilden 
die formalen Diffeomorphismen exp(>Cxt) mit Xi G X^'^{E*) aufgrund der Baker-Campbell- 
Hausdorff-Formel aber trotzdem eine Gruppe. 

Sei TTt = TTo + t""7r„ + . . . eine formale Deformation von //q und sei 7r„ = 5,ro(-^) = [7i"0)-^] mit 
X G je^'° (£;*). Wir setzen (pt = exp(t"£x) und bilden 

Mn) = (id+r^x + . . .)(7ro + r7r„ + ...) = ttq + r(7r„ + [X, ttq]) + . .) = ttq + . .) 



Es gilt also 
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Folgerung 2.3.13. 1st H^^ Uni^*) ~ 0' Poisson-Mannigfaltigkeit {E* ,t:q) starr beziiglich 

der Deformation linearer Poisson-Strukturen. 

1st TTo die kanonische symplektische Poisson-Struktur auf T*M, dann gilt C^ttq = — ttq [50, 
Satz 3.2.6], also vr G -i(r*M). 1st weiter mo = I{tto) die Lieklammer auf TM, so ergibt 
Bemerkung 2.2.2 zusammen mit Satz 2.3.10 

H:o,Uni^*M) = H*^^]c^{TM) = {0}, 

womit gilt: 

Folgerung 2.3.14. Das Lie-Algebroid TM ist starr. 

Haben wir eine Deformation der linearen Poisson-Struktur ttq gegeben, so erhalten wir mit 
dem Isomorphismus I eine Deformation der Lie-Algebroid-Struktur mo = I{tto). Sind weiter vr^ 
und TTf aquivalente Deformationen mit vr^ = cxp(£xt)^t fui' Xt = t Xi +t^A2 + . . ., so erhalten 
wir durch Konjugation von exp(£xt) ^ ^ine Aquivalenztransformation zwischen nit = ^{'^t) 
und mj = 2r(7r0, genauer gilt 

m^ = exp(ad£)Jmt 

wobei -Dt = T{Xt) sowie ad^^ D' = [Dt,D'] fiir D' G Der^{E) gesetzt wurde. Man kann zeigen, 
dass dies auch aquivalent dazu ist, dass die Gleichung 

7tmt(si, 32) = m't{TtSi,TtS2) mit Tt = exp(A) 
gilt, siehe [50, Prop. 6.2.19]. 

2.4 Lie-Algebroid-Strukturen als Derivationen der 
Grassmannalgebra 

Wir haben jetzt bereits zwei mogiiche Betrachtungsweisen fiir Lie-Algebroide kennengelernt, 
sowie die entsprechenden Deformationstheorien untersucht und auch formal gezeigt, dass diese 
aquivalent sind. In diesen Abschnitt werden wir noch eine dritte Sichtweise auf Lie-Algebroide 
kennenlernen. Weiter werden wir die dadurch gegebene Deformationstheorie untersuchen sowie 
die Aquivalenz zu dem bisherigen zeigen. 

Ist {E, [• , ein Lie-Algebroid, dann ist auf n'{E) = r°°(A*^*) durch die Gleichung 

fc+i . . • 

dsaisi, . . . = 2_^p{si)a{si,.:.,Sk+i) + / , gj], ^i, gfc+i) 

i=l i<j 

eine Derivation 

dE : 0.\E) n''+\E) 

beziiglich des A-Produktes definiert, und man rechnet nach, dass dg^ = gilt. Ist umgekehrt 
fiir ein Vektorbiindel E M eine solche Derivation von i}*{E) gegeben, so lasst sich mit der 
obigen Formel eine Lie-Algebroid-Struktur auf E definieren, indem man fiir si,S2 G r°°{E), 
f G C°°(M) die Gleichungen 

a([si, S2]) = dE(a(s2))(si) - dE(a(si))(s2) - d£;a(si, S2), 



p{si){f) = dEfisi) 
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fordert. Wir wollen die Deformation von Lie-Algebroiden nun als Deformation von Differentialen 
auf ^*{E) auffassen. Das folgende ist bis auf eine leichte Verallgemeinerung auf Lie-Algebroide 
aus [24, Abschnitt 8] iibernommen. 

Definition 2.4.1. Sei F ^ M ein Vektorbiindel. Dann bezeichnen wir die A-Superderivationen 
von Vt*{F), die vom Grad k sind, mit 

d.h. D G Derk^{F) ist eine Abbildung 

D : n'{F) — ^ n'+''{F) 

und mit aenP{F),l3e gilt 

D(a A /3) = Da A /3 + (-If^a A D/3. 

Weiter sei auf 

Der,n{F) = 0L»erfcO(F) 
feez 

fiir Di G Derk^{F), D2 € DeriQ,{F) der Superkommutator durch 

[Di,D2] = DioD2-(-l)^'D2oDi 

definiert. 

Ist insbesondere dp € DeriQ,{F) , so folgt 

[dp, di?] = drdp + d^di? = 2d|^, 

d.h. di? definiert genau dann eine Lie-Algebroid-Struktur auf F, wenn [di?,di?] = gilt. In 
diesem Fall erhalten wir mit 5^p = [dp-,-] einen Kokettenkomplex 

5 5 S 

Der-in{F) — ^ DeroQ^F) Derifi(F) . . . 

und die zugehorigen Kohomologieklassen bezeichen wir mit 
2.4.1 Algebraische Derivationen 

Definition 2.4.2. Eine Derivation D € DerkO,{F) hei£t algebraisch, wenn D|coo(j;^) = 0. 

Sei nun D G Derkfl{F) eine algebraische Derivation. Dann gilt fiir lu G ^(P) und / G 
C°°{M), dass D{f uj) = /D(u;), d.h. D ist tensoriell und wir konnen fiir x £ M die Ein- 
schrankung D-^ G Derk{/\' F^) betrachten. Als Derivation ist D-^ durch die Einschrankung auf 
1-Formen, 

eindeutig bestimmt. Bilden wir die duale Abbildung, 



G f\''+'F* ® F^, 
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so erhalten wir einen glatten Schnitt 

K e r°°(/\'=+^F* (g) F*) =: n''+\F,F), 

d.h. eine /c + l-Form auf F mit Werten in F. Wir bezeichnen D jetzt mit ix und fiir Einsformen 
u G gilt 

D(a;) = ■jft-o; = u o K. 

Wie iiblich setzen wir 

^{F,F) = ^QI'{F,F). 

Wir sehen auch, dass Derf^Q{F) = fiir A; < — 1 sowie L'er_irj(F) = {i^l s G r°°(F)}, denn 
eine Derivation D vom Grad < ist notwendigerweise algebraisch und daher von der Form 
D = is fiir se T°°{F). 

2.4.2 Die Lieableitung 

Sei jetzt wieder E ein Lie-Algebroid und dg das zugehorige Differential. 

Definition 2.4.3. Fiir K € ^^{E^E) ist die Lieableitung Ck ■ ^\E) — > n''+\E) durch 

CK = [iK,d] = i-l)''-%^{iK) 

definiert. Man beachte, dass hiermit aufgrund X{M) = ^^{TM,TM) die gewohnliche Lieab- 
leitung von Differentialformen verallgemeinert wird. 

Es gilt damit also [dEXK] = (-l)''^""^<^dB (^^) = 0- 1st der Anker p: E ^ TM injektiv, so 
auch die Abbildung C : ^l'{E,E) — > Der,^l{E). Im Allgemeinen gilt mit Ck = 0, also zk 
geschlossen, dass K G Q{E,'ker p), d.h. K ist eine Form auf E mit Werten in kerp. Denn ist 
Ck eine algebraische Derivation (also z.B. Ck = 0), dann folgt fiir alle / G C°°{M), dass 

CKf = piK)if) = 

und deshalb p{K) = 0. Nur wenn p injektiv ist, folgt daraus K = 0. Ist weiter ik exakt, so ist 
iK insbesondere geschlossen und wir haben ebenfalls K G il{E, kei p). 
Wir betrachten jetzt die Abbildung 

i\n(E,keip) '■ ^^(-E,ker p) — > i(Q,(E, ker p)) C {algebraische Derivationen}. 
Lemma 2.4.4. i(J7(£', ker p)) ist abgeschlossen unter 5^^ = [dE, ■ ]■ 
Beweis. Sei K G n^{E,ke^p) und / G C~(M). Dann ist 

SdAiK)/ = {-l)'-'[d,iK]f = {-lf-^p{K)f = 0, 



also Sd^iK) eine algebraische Derivation. Wir finden deshalb ein eindeutig bestimmtes M G 
Vl{E,E), so dass im = Sd^{iK)- Wir haben aber bereits gesehen, dass jetzt sogar M G 
J^(£;,kerp) folgt. □ 
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Dieses Lemma liefert uns jetzt einen Unterkomplex von Der,Q.{E): 



i{n''{E, ker p)) i{n''+^{E, ker p)) 
Seien u und si, . . . , s^+i Schnitte in E, wobei u G ker p sei. Es gilt 

= [p{u),p{si)] = 0, 

d.h. her p ist ein Lie-Ideal. Insbesondere ist dann fiir K G Q^{E,keT p) auch der Ausdruck 
[si,K{s2, . . . , Sjt_|_i)]^ G ker p und wir konnen durch 

fc+i 



i=l 



i<j 

eine Abbildung 9 : Q''{E,keT p) — ^ r2'^'^^(£^, ker p) definieren. Mit einer kleinen Rechnung erhalt 
man, dass t)^ = gilt. 

Satz 2.4.5. Die Abbildung 

i : (0'(£;,kerp),i)) {i{n'{E,keT p)),Sae) 

ist ein Isomorphismus von Kokettenkomplexen. 

Bewets. Da fiir K G 17(1?, ker p) die Abbildung ik eine algebraische Derivation ist, geniigt es 
fiir Einsformen a G i7^(£^,kerp) zu zeigen, dass 

was wir jetzt nachrechnen wollen. Zunachst gilt (man beachte po K = Q) 



-a([K(s^(i), . . . 

(-i)'=+^5](-ir+V(si)«(K(^i,.:.,^.+i)) 

i=l 

^ i=i 
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Weiter haben wir 



k+i . 
dEiKa{si,...,Sk+i) = ^(-l)'+V(si)ii<rQ;(si,.'.,Sfe+i) 

1=1 

i 3 

i<j 

fc+1 

= 5;(-ir+V(s.Hi^(5i,.:.,5fc+i)) 



1=1 



+a(Y.i-iy+^Ki[si,sj],si,. :.}.., Sk+i)\ 



womit wir mit [dE,iK] = dsiR — ( — l)'^~^^xd_B die Behauptung erhalten. □ 

Bezeichnen wir die Kohomologieklassen zu dem Komplex il*(E,her p) mit H*{E,kei p), so 
bedeutet der obige Satz, dass 

H*(E ker ) - i^-^l ^ ^l(^,kerp), ix geschlossen} 
' {ikI K G ri(£J, ker p), zk exakt} 

2.4.3 Transitive Lie-Algebroide 

Wir wollen in diesem Abschnitt kurz einige Eigenschaften von Der,ft{E) fiir ein transitives 
Lie-Algebroid E, d.li. fiir Lie-Algebroide E mit surjektivem Anker, angeben. Insbesondere 
gelten also die folgenden Aussagen fiir E = TM mit der Lie-Klammer auf Vektorfeldern und 
p = id. 

Satz 2.4.6. Sei E ein Lie-Algebroid mit surjektivem Anker p : E ^ TM und sei D G 
Derk^{E). Dann existieren K G Q}'{E,E) und L G Qf'^'^{E,E), so dass 

D ist algebraisch genau dann, wenn 

Beweis. Seien si,...,Sk G r°°(E). Dann ist durch / i-^ D(/)(si, . . . , Sfc) eine Derivation von 
C~(M) definiert. Wir finden deshalb ein Vektorfeld X{si, . . . , s^) G T°°{TM) mit 

D{f){si,...,Sk) = X{si...,Sk){f). 

Offensichtlich ist X alternierend und C°°(M)-linear in den Sj. Ist nun p : E ^ TM surjektiv, 
so finden wir ein K G U'^{E,E) mit^ 

X{si, Sk){f) = p{K{si, Sk)){f) = dsf o K{si, ...,Sk)= CkUsi, Sfe). 

Damit folgt 

(D - £k)\c^{m) = 0, 



^Lokal ist das wegen der Linearitat von p klar. Durch eine Partition der Eins erhalten wir die Aussage auch 
global, wobei wir wieder die Linearitat von p verwenden. 
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d.h. wir finden ein L e n^+\E,E) mit 

D = CK + iL- 

Durch die Konstruktion ist klar, dass fiir D algebraisch notwendigerweise K G U{E,'ker p) sein 
muss. Umgekehrt ist klar, dass C{Q{E, ker p)) C {algebraische Derivationen}. □ 

Ist nun D = Ck + il & DerkQ.{E) geschlossen, so ist auch il geschlossen und damit L G 
Cl^'^^{E,keT p). Ist aui^erdem D = + eine andere Darstellung, so folgt 

so dass iL und i'^ das gleiche Element in H^'^^{U{E)) reprasentieren. Insgesamt erhalten wir 
damit [13, Corollary 4]: 

Folgerung 2.4.7. Fiir Lie-Algebroide mit surjektivem Anker gilt 

u» ^o^c-^^ ^ i^^l ^ ^ ^{E,kerp), iK geschlossen} ^ 
^^-^^^^^^ = {i^\Ken{E,kerpE), Ik exakt} = ^ 

Ist insbesondere E = TM mit der Lieklammer fiir Vektorfelder und p = id ergibt sich die 

Folgerung 2.4.8. Sei D G Derk^{M). Dann gibt es eindeutig bestimmte K G Q''{M,TM) = 
r°°{/\''T*M (>5 TM) und L G J7^+^(M,rM), so dass D = Ck + Es ist L = genau dann, 
wenn D geschlossen ist, und es ist iiT = genau dann, wenn D algebraisch ist. Weiter gilt fiir 
alle Kohomologieklassen 

HljniM)) = o. 

2.4.4 Der Zusammenhang mit den Multiderivationen 

Wir werden jetzt die Verbindung zu dem Komplex der Multiderivationen auf E herstellen, 
vergleiche auch [13, Abschnitt 2.5]. 

Satz 2.4.9. Die Abbildungen 

Rk : Derk^{E) — > Der^{E), 
die fiir /c > 0, D G Derk^{E) und si,. . . , Sk+i G r°°{E) durch 

a{ Rfe(D)(si, . . . , Sk+i) ) = (-1)'=+^ J2{-lfD{a{si)){s^, .1, Sk+i) - Da{si, Sk+i) 

i=l 

sowie durch R_i(zs) = s G Der~^{E) definiert sind, liefern einen Isomorphismus von gradierten 
Liealgebren. 

Beweis. Wir geben zunachst die zu R inverse Abbbildung L : Der^{E) — DerkU{E) an. 
Zunachst gilt natiirlich = ig- Fiir D G Der^{E) mit k > reicht es, L^j auf Funktionen und 
Einsformen festzulegen. Fiir Funktionen / G C°°{M) gilt 

Ld f{si, ...,Sk)= (7d{si, ...,Sk) 
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und fiir Einsformen a G ^{E) braucht man nur die obige Formel umzustellen, und man erhalt 

fc+i . 

a(si, . . . , Sfe+i) = (-1)^=+^ ^(-l)V£,(si, Sfe+i)(a(sj)) - a(D(si, . . . , s^+i)). 

i=\ 

Seien jetzt Dx G DerP{E), D2 G Der'i{E) sowie a; G Wir definieren 

O-Di O W (Si, . . . ,Sp+fc) = y^(-l)''cJDi(g^(fc+l), . . • ,S^(fc+p))('^(s7r(l), • • • ,S7r(fc))) 

wobei die Summe iiber alle (A:,]5)-ShufHes zu bilden ist, sowie 

a; o Di (si, . . . , Sp+fe) = " " " ' ^'tCp+i)), S7r(p+2), • • • , ^(p+i)) 

mit der Summe iiber alle {p + l,k — 1)-Shuffles. Damit lasst sich nun nachrechnen, das die 
Abbildung L durch 

Ll3i W = {-ly^GBi OLO-LOO Di 

gegeben ist. 

Damit rechnen wir einerseits nach, dass 

MduD,]^ = {-ir+'"'+'H^D^oD2)ou;-{-l)P'+'^'{aD,oDi)oco 

+ {-l)P''+i''[aD„cJD^] o to - i-l)PiiO o (Di o D2) + tc; o {D2 o 

wobei = (— l)^*crDi o D2 — o -Di + [ctdj , cr/jj] verwendet wurde, sowie andererseits 

[Ldi,Lz^J = {-ir'-^''''{{-ircTD,o{aD,ou;)-aD,o{aD,ou;)) 
+ (_1)P9+Pfe((^^^ o o L>2 - (Tij, o (a; o D2)) 
-{-1)1'' {{ao^ ou)oDx- GD^ o{ujo Di)) 
- {{-lfi{uj o Di) oD2-{uo D2) o Di) . 

Durch Nachrechnen lassen sich nun die folgenden Gleichungen zeigen (vgl. auch [20, Theo. 2] 
fiir die dritte Aussage). 

2. {aoi oui) o D2- o [uj o D2) = (-1)^'^((Td^ o D2) o 10 

3. o Dx) oD2-{ujo D2) oDi = {-l)Piu} o {Di o D2) - OJ o {D2 o Di) 
Damit folgt jetzt 

d.h. L bzw. R sind Isomorphismen von gradierten Lie-Algebren. □ 

Folgerung 2.4.10. Sei d G DeriQ{E) mit [d,d] = und m = Ri{d). Dann induziert R einen 
Isomorpliismus 

H'A^iE)) = H'^^Cm{E) 

der Kohomologien. 

Beweis. Zunachst gilt [R(d),R(d)] = R([d,d]) = 0, so dass 5R,(d) tatsachlich ein Differential 
definiert. Weiter ist (5^ o R(D) = [R(d),R(-D)] = R[d,D] = RoSd{D), womit die Behauptung 
folgt. □ 
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Triviale Deformationen Eine Aquivalenz 

m'f = exp(adDt)?Tit 

von Lie-Algebroid Strukturen mit Dt = tDi + t^D2 + . . . G Z)er'^(£^)[[f]] iibertragt sich wieder 
zu einer Aquivalenz 

di = exp(adLo,)dt 

der zugehorigen Differentiale. 



2.5 Triviale Deformationen im glatten Fall 

Um die Definitionen, die wir fiir die Aquivalenz von Deformationen im formalen Rahmen 
gegeben haben, zu motivieren, werden wir in diesem Abschnitt glatte Deformationen von Lie- 
Algebroiden betrachten, da in diesem Falle der Aquivalenzbegriff offensichtlich ist. Zunachst 
aber einige vorbereitende Bemerkungen. 

Sei ^ : E ^ E ein Vektorbiindelisomorphismus iiber (j) : M ^ M . Wie iiblich definieren wir 
die Anwendung von $ auf einen Schnitt s G T°°{E) durch 

(^*s = <t-^ oso(t)eV°°{E). 

Weiter sei die duale Abbildung ^ : E* ^ E* mit Fufipunktabbildung fiir am G E^ durch 

definiert, und entsprechend die Anwendung auf Schnitte a G T°^{E*) durch 

($)"^oao</)-i eT°°{E). 

Es gilt also 

($(a^),S0-i(^)) = {am,^{s^-Hm))) = {oim,{^~^y s\m) 



sowie 



Sei Dt G Der^{E) eine zeitabhangige Derivation mit Symbol at G X(M), wobei Dt jetzt eine 
glatte Deformation von Dq sein soil. Der Fhiss'^ ^t.s zu D ist definiert als ein Vektorbiindeliso- 
morphismus, bestimmt durch die Gleichungen [12, Appendix A] 



1. ^t,s0^s,u = ^t,u, ^t,t = id 

2. i\t=s^lse = Ds{e) mit e G V°°{E) 

Fiir die Fu£punkt abbildung (j)t^s zu ^t,s folgt dann 



d 
dt 



t=s 



d.h. (pt s ist der Fluss zu 0"^. 



^Wir verwenden hier, wie in der Literatur iiblich, die Bezeichnung Fluss auch fiir die Zeitentwicklungen zu 
zeitabhangigen Vektorfeldern. 
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Lemma 2.5.1. Sex Dt £ Der^{E) eine zeitahhdngige Derivation, Xt =T ^{D^) G X^'^{E*) das 
zugehdrige zeitahhdngige lineare Vektorfeld auf E* sowie L^^ G Dero^{E) die durch D^ gegebene 
zeitahhdngige Derivation von Q.{E). Sei weiter ^t,s : E ^ E ein Vektorbiindelisomorphismus 
liber dem Dijfeomorphismus (f)s^t f^it ^t,s ° ^s,u = ^t,u sowie ^t,t = id. Dann sind folgende 
Behauptungen dquivalent 



1. ^t,s ist der Fluss zu Ds, d.h fiir e G T°°{E) gilt 



d 
dt 



t=s 



2. l : E* ^ E* ist der Fluss zu dem Vektorfeld Xf, d.h. fur am G E* gilt 

d 



dt 



t=s 



\l{am) = Xs{am). 



3. Fiir die Abbildung {^t,l)* ■ ^i^) — ' ^(^) f*^^ /"^ " ^ T'^{E*) 

d 



dt 



t=s 



Beweis. Wir beweisen das Lemma durch eine Rechnung in lokalen Koordinaten. Nehmen 
wir also an, dass E = U x M}' mit U ofFen in W\ Sei m = {x^,...,x"') = (x*) sowie 
V = (x^, . . . ,x^,v^, . . . ,v'') = {x\v''') G Ex und dazu dual a = (a;*,a^) G E*. Ein Vektor- 
biindelisomorphismus $ ist dann gegeben durch 

^x,v) = i<p{x),^{xrx) 

mit einer linearen Abbildung ^(x). Weiter schreiben wir als 

^-\x,v) = ir\x),^{xr^vn 

und es folgt ^{4>{x)) = {^{x))~^. Sei nun r = (r'') G T°°{E). Dann folgt 



d_ 
dt 



t=s 



d_ 

dt 



t=s 



^t,s{<f>tA^))';)r''{x) + -^{x)ai{x) 



t=s 



dr^ 



Weiter erhalten wir fiir a E E* 



d_ 
dt 



t=s 



dt 



t=s 



(l)t,six),au— ^^^^tA^tA^))"^ 



(Ts{x),a^— ^^^■^tA^tA^)Y^ 

Xs{a). 
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2 Lie-Algebroid-Deformation 



Fiir die Funktion r G C°^(M) gilt r(a) = ayr'^{x) und damit ^ = ckv^ sowie 
erhalten somit 



= ( a 



^'di 



Damit folgt wegen I{Xs){r) = Xo(ixsdr) die Aquivalenz der ersten beiden Aussagen. Fiir einen 
Schnitt a{x) = a,^{x) G r°°{E*) gilt weiter 



d 



t=s 



dt 

da, 



t=s 



^ixKix)+aAx)-^^%A^r,. 



Daraus ergibt sich nun 



\dt 



t=s 



d dr^ 
as{x){a{r)) + o:u{x)— ^^^^tA^T^ - (^l{x)aAx)-Q-i(.x) 



= as{x){a{r)) - a 



t=s 



Erinnern wir uns nun an die Definition (Li),r) = (j£)(a(r)) — a{D{r)) fiir D G Der^{E), so 
folgt auch die Aquivalenz der ersten und dritten Aussage. □ 

Fiir glatte Deformationen haben wir den folgenden natiirlichen Aquivalenzbegriff. 

Definition 2.5.2. Zwei glatte Deformationen rrit und m[ einer Lie-Algebroid-Struktur m = 

mo £ Der^{E) heiiJen aquivalent, wenn die dadurch gegebenen Lie-Algebroide {E,mt,pt) und 
{E,m[,p[) fiir alle t isomorph sind, d.h wenn es einen zeitabhangigen Vektorbiindelisomorphis- 
mus $t gibt, so dass die Gleichungen 



sowie 



p^o^ = T(f)to p[ 



fiir alle t gelten, wobei (f)^ : M ^ M die Fui^punktabbildung zu $t ist. Fine Deformation rrit 
von mo G Der^{E) hei£t trivial, wenn rut aquivalent zu mo ist. 

Seien jetzt also mt und zwei aquivalente glatte Deformationen der Lie-Algebroid-Struktur 
mo mit der Aquivalenztransformation Mit einer kleinen Rechnung zeigt man, dass dies 
aquivalent dazu ist, dass fiir tt* = T~^(mt) und tt^ = X~^(mJ) die Gleichung 

gilt. Ebenso ist mit dj = L^^ und d!^ = Lj„/ dann auch die Aussage 
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aquivalent zu den beiden oben genannten. Wir definieren die zeitabhangige Derivation Dt G 
Der^{E) im e e ^^{E) durch 



dt 



t=s 



und setzen Xt = T ^{Dt). Seien weiter mt = mo + tmi + . . . und m[ = niQ + tm[ + . . . die 
formalen Taylorentwicklungen. Ableiten nach t bei t = liefert dann jeweils 

1. $;(mJ(si,S2)) =mt($;si,$;s2) 



= -Do{mo{si,S2)) + mo{Do{si),S2) 
+mo{si,Do{s2)) 

= [mo,Do]{si,S2) = Smo{Do)isi,S2) 



2. < = n 



d I 



Tt'i — TTl = [tTOjXo] = St:q{Xo) 



3. (i.,-i)*od; = dto(i-i)* 

^|t=o dj — dt = doLoo — Ldo do = [do,LDo] = <5do(Li3o) 

In erster Ordnung haben wir damit auch die formale Aquivalenz in alien drei Betrachtungsweisen 
wiedergewonnen. Durch das Bilden von hoheren Ableitungen sieht man, dass gilt: 

Satz 2.5.3. Die formale Aquivalenz der formalen Taylorreihen ist eine notwendige Bedingung 
fiir die glatte Aquivalenz. 

Allerdings ist auch dann, wenn die formalen Taylorreihen zweier glatter Deformationen mt 
und m't formal aquivalent sind, keineswegs gesagt, dass mt und m't auch im glatten Sinne 
aquivalent sind. 
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3 Deformation von Dirac-Strukturen 



Im ersten Kapitel haben wir das Vektorbiindel E = TMQ)T*M mit der darauf kanonisch gegebe- 
nen symmetrischen Bilinearform betrachtet und auf den Schnitten r^{E) eine M-bilineare 
Verkniipfung, die Courant-Klammer, eingefiihrt. Weiter betrachteten wir maximal isotrope 
Unterbiindel L von E, so dass r°°(L) unter der Courant-Klammer abgeschlossen war. Solche 
Unterbiindel haben wir Dirac-Strukturen genannt. In diesem Kapitel soil nun eine Deformation- 
stheorie fiir Dirac-Strukturen entwickelt werden. Zuvor woUen wir jedoch unsere Betrachtungen 
noch weiter verallgemeinern und von dem speziellen Vektorbiindel TM T*M zu einem be- 
liebigen Vektorbiindel E ^ M mit einer nicht ausgearteten Bilinearform und einer R-bilinearen 
Verkniipfung auf r°°(E), fiir die wir die in Lemma 1.2.11 angegebenen Eigenschaften fordern, 
iibergelien. 

3.1 Courant-Algebroide 

Definition 3.1.1. Ein Courant-Algebroid ist ein Vektorbiindel E zusammen mit einer nich- 
tausgearteten symmetrischen Bilinearform (•,•), einer bilinearen Verkniipfung [•,•](, : T°°{E) x 
r^(E) T'^(E) und einem Vektorbiindelhomomorphismus p : E ^ TM, dem Anker, so dass 
fiir alle ei,e2,e3 G r°°(£') und / G C°°{M) folgende Bedingungen gelten: 

1. Jacobi-Idenditat in der Form 

[ei,[e2,e3]c]c = [61,621^,63]^ + [e2, [ei, esJ^Jc- 

2. [ei,e2]c + [e2,ei]c = ^^(61,62), wobei V : C~(M) T°°{E) durch 

{Vf,e)=p{e)f 

definiert ist. 

3. p(ei)(e2,e3) = ([ei, e2]c, 63) + (62, [61, 63]^) 

Lemma 3.1.2. Seien ei G T^{E) und f G C°°(M). Dann folgt mit den Eigenschaften 2 und 
3 aus Definition 3.1.1 bereits die Leihniz-Regel 

[6i,/e2]c = /[ei,e2]c + (p(ei)/)e2. 

Weiter gilt wie im Falle von Lie-Algehroiden die Gleichung 

K[ei,e2]c) = [p(6i),/j(62)]. 

Fiir einen Beweis der ersten Aussage siehe [47, 29]. Die zweite Aussage zeigt man genauso 
wie bei Lie-Algebroiden, siehe dazu z.B. [30]. 
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3 Deformation von Dirac-Strukturen 



Bemerkung 3.1.3. Man rechnet leicht nach, dass im ersten Argument die Gleichung 

[/ei,e2]c = /[ei,e2]c - (p(e2)/)ei + (ei,e2)P/ 
gilt. Weiter kann man die dritte Bedingung von Definition 3.1.1 auch schreiben als 

{[ei,e2]c + [ei,e2]c,e3) = p(e3)(ei, 62). 

Lemma 3.1.4 ([40, Lemma 2.6.2]). In einem Courant-Algebroid gelten die folgenden Gle- 
ichungen: 

[e,Vfl = V{e,Vf) 
Pf,e], = 

poV = 0, d.h. {Vf,Vg)=0 V/,5GC°°(M) 

Beweis. Seien ei,e2 G T°°{E), dann gilt 

{[ei,Vfl,e2) = -(P/,[ei,e2L)+p(ei)(P/,e2) 

= -p([ei,e2]c)/ + p(ei)p(e2)/ 

= P(e2)p(ei)/ 

= p(e2)(P/,ei) 

= (P(P/,ei),e2) 

womit wir die erste Gleichung gezeigt haben. Damit folgt jetzt auch 

[P/,ei], = -[ei,Vf],+V{Vf,ei) = 0. 

Fiir die letzte Aussage ist 

p{Vf)g = yf,g€C^{M) 

zu zeigen. Wir lionnen aber zumindest lolial jede Funktion g G C^{M) als (ei, 62) mit 61,62 G 
r°°{E) schreiben. Damit folgt nun 

p(P/)(ei,e2) = {[Df,e,]„62) + (ei, [P/,e2],) = 0. 

□ 

Bemerkung 3.1.5. Natiirlich ist TM ®T*M nach Lemma 1.2.11 mit den entsprechenden Klam- 
mern ein Courant-Algebroid. Wir werden deshalb auch im Allgemeinen die Klammer [•,•](; 
Courant-Klammer nennen. 

Definition 3.1.6. Sei E ein Courant-Algebroid mit gerader Faserdimension und maximal indef- 
initer Bilinearform^ . Fine verallgemeinerte Dirac-Struktur L C E' ist ein Untervektorbiindel von 
E, das beziiglich der gegebenen Bilinearform maximal isotrop ist. Eine verallgemeinerte Dirac- 
Struktur hei£t integrabel oder kurz Dirac-Struktur, wenn r°°(L) unter der Courant-Klammer 
abgeschlossen ist, 

[r°°(L),r~(L)]^ c r°^(L). 



^Mit einer maximal indefiniten Bilinearform (•, •) auf einem 2n-dimensionalen Vektorraum meinen wir eine 
Bilinearform der Signatur Null. ( • , • ) kann dann durch geeignete Wahl der Basen als Matrizen der Form 
(0 -"i) oder (5 J) mit n-dimensionalen Blocken dargestellt werden. 
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Fiir ein isotropes Unterbiindel L C E folgt mit der dritten Forderung in Definition 3.1.1 fiir 
si,S2 e r°°(L), dass 

[Sl, S2\c + [S2, si]c = S2) = 0. 

1st L sogar eine Dirac-Struktur, konnen wir wegen der Integrabilitat die Courant-Klammer auf 
L einschranken. Diese eingeschrankte Klammer ist antisymmetrisch und es gelten nach wie vor 
die Jacobi-Identitat und die Leibniz-RegeL Damit gilt: 

Lemma 3.1.7. Eine Dirac-Struktur L zusammen mit den Einschrdnkungen von Courant- 
Klammer und Anker auf L ist ein Lie-Algehroid. 

Im folgenden werden wir, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes erwahnt wird, nur Courant- 
Algebroide mit gerader Faserdimension und maximal indefiniter Bilinearform betrachten. 

3.2 Glatte Deformation von Dirac-Strukturen 

Wir wollen jetzt Dirac-Strukturen Lt betrachten, die glatt von einem Parameter t G / abhangen, 
wobei ICR ein offenes Intervall ist. Um dies zu prazisieren, sei zunachst ir : E ^ M ein 
beliebiges Vektorbiindel. Wir betrachten das mit der Projektion pr : Mxl ^ M zuriickgeholte 
Biindel pr^E, wobei 

pr^E = {{{m,t),v) e {M xR) X E\m = 7r{v)}, 

und definieren eine glatte Familie von Unterbiindeln Lt E E als ein glattes Unterbiindel £ C 
pr'^E, wobei Lj = £|Mx{t} gilt- Aquivalent konnen wir eine Familie Lt auch glatt nennen, wenn 
fiir eine beliebige Metrik der Orthogonalprojektor Pt auf Lt glatt von t abhangt, bzw. wenn der 
Projektor P : pr'^E pr'^E, definiert durch P[{m,, t), v) = ((t, m), Pt{v)) glatt ist. Im weiteren 
werden wir immer annehmen, dass das Intervall / die Null enthalt. 

Lemma 3.2.1. Sei V ein Vektorraum, dmiV = 2n, mit einer nicht-ausgearteten, maximal 
indefiniten Bilinearform ( • , • ) sowie einem Skalarprodukt g. Seien weiter Li, L2 C. V maximal 
isotrope Unterrdume, so dass 

i.) V = Li®L2, 

a.) L^^ = L2. 

Sei weiter P : V ^ V der g- Orthogonalprojektor auf Li, also imP = Li, im(id— P) = L2. 
Bezeichnet nun P^ den beziiglich ( • , • ) adjungierten Projektor zu P, also {Pv, w) = {v, P^w) 
yv,w E V , dann gilt 

P^ = id-P, 
d.h. P^ ist der g- Orthogonalprojektor auf L2. 
Beweis. Sei v E Li, w E V. Dann gilt 

{P'^v,w) = {v,Pw) = 

da V, Pw G Li und es folgt P^v = fiir alle v E Li. Sei nun v G L2, w eV mit w = {wi,W2) G 
Li L2. Jetzt rechnet man 

{P'^v, w) = {v, P{wi + W2)) = {v, wi) = {v, wi) + {v, W2) = (v, w), 

womit P^v = V fiir alle v E L2 folgt. Damit ist gezeigt, dass P^ der 5- Orthogonalprojektor auf 
L2 ist. □ 
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3 Deformation von Dirac-Strukturen 



Aus der symplektischen Geometrie ist bekannt, dass zu einem Lagrangeschen Unterbiindel 
L immer ein Lagrangesches Komplementarbiindel L' existiert. Um das zu zeigen, konstruiert 
man eine mit der symplektischen Form kompatible, fast komplexe Struktur J und definiert 
L' = J{L). Auf gleiche Weise erhalten wir in unserem Fall ein entsprechendes Ergebnis. 

Lemma 3.2.2. Set E ein Vektorbiindel mit gerader Faserdimension und einer symmetrischen, 
nicht-ausgearteten, maximal indefiniten Bilinearform (• , •). Dann gibt es eine Metrik^ g und 
einen Vektorbiindelisomorphismus J : E ^ E mit = id, so dass die Gleichung 

5(ei,e2) = (ei,Je2) Vei , 62 G r~ (£;) 

gilt und J eine Isometrie von ( • , • ) und damit auch von g ist. 

Beweis. Wir wahlen eine Metrik k auf E und definieren A : E E durch k{Aei, 62) = (ei, 62). 
Dann gilt A* = A, wobei * die Adjunktion beziiglich der Metrik k bezeichnet. Man beachte, 
dass A nicht positiv definit ist, da ja auch ( • , • ) nicht positiv definit ist. Wir definieren jetzt 
(siehe „Polarzerlegung", [37, Abschnitt 25.20]) 

B = \A\ = VAA^ = exp(^^ log(AA*)) , 

und erhalten damit einen Vektorbiindelisomorphismus B, wobei die Glattheit von B aus der 
Invertierbarkeit von A folgt. Dann ist B A;-symmetrisch, B* = B, und positiv definit, somit also 
B ^ A. Aus der Definition von B folgt, dass A mit B und folglicli auch mit B^^ kommutiert. 
Wir setzen jetzt J = B^^A. Dann kommutiert auch J mit A und B und wir rechnen 

J J* = B-^AA*{B-^y = B-^B^{B-^)* = id, 

also J* = J~^. Damit gilt weiter 

J-^ = J* = {B~^Ay = AB-^ = B~^A = J 

und so = id. Als nachstes rechnen wir 

(Jei, Je2) = k{AJei,Je2) = k{JAei,Je2) = k{Aei,J*Je2) = k{Aei,e2) = (61,62), 

womit gezeigt ware, dass J eine Isometrie beziiglich unserer indefiniten Bilinearform ist. Schliefilich 
setzen wir ^'(61,62) = (ei, J62). Dann ist g symmetrisch und fiir alle m G M, v G E\m mit 
V j^O gilt 

g{v, v) = (v, Jv) = k{Av, Jv) = k{BJv, Jv) > 0, 
da B positiv definit ist. □ 

Folgerung 3.2.3. Sei E wie oben und sei L C E ein maximal isotropes Unterbiindel von E. 
Wir wahlen nach Lemma 3.2.2 einen Vektorbiindelisomorphismus J und eine Metrik g mit 
5(61,62) = (ei, J62). Dann ist auch J{L) maximal isotrop und es gilt 

E = L®J{L) 

sowie 

= J(L). 

^Mit Metrik ist eine positiv definite Bilinearform gemeint. Verlangen wir nur die Nichtausgeartetheit schreiben 
wir Pseudometrik. 
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Beweis. Sei d G T°°{L) und 62 = J(e'2) fiir ein e'2 G r°°(L). Damit folgt 

5(ei,e2) =5(ei, Jea) = (ei, J^e'a) = (61,62) = 

und somit aus Dimensionsgriinden J{L) = L^b , Dass J{L) isotrop ist, ist klar, da J eine 
Isometrie ist, und maximal isotrop folgt wieder aus Dimensionsgriinden. □ 

Bemerkung 3.2.4. Ist P der 5-Orthogonalprojektor auf L, dann gilt nach Lemma 3.2.1, dass 
der 5-Orthogonalprojektor auf J{L) ist. 

Satz 3.2.5. Sei E ein Vektorhiindel, / C R ein offenes Intervall und sei Lt G E mit t E I ein 
glatt von t-abhdngiges Unterbiindel. Dann gibt es einen glatt von t abhdngigen Vektorbiindeliso- 
morphismus Ut : E ^ E , so dass 

Lt = Ut{Lo). 

Ist E ein Courant-Algebroid mit Bilinearform ( • ,• ) und Lt eine verallgemeinerte Dirac-Struktur, 
dann kann zusdtzlich erreicht werden, dass Ut eine Isometrie von ( • , • ) ist. 

Beweis. Der Beweis verlauft im wesentlichen nach [18, Lemma 1.1.5]. Ist Lt eine verallgemein- 
erte Dirac-Struktur, dann finden wir nach Folgerung 3.2.3 einen Vektorbiindelisomorphismus J 
und eine Metrik g, so dass E fiir alle t E I die gi-orthogonale direkte Summe von Lt und J{Lt) 
ist, 

E = Lt® J{Lt) und = J{Lt) 

Falls Lt ein beliebiges Unterbiindel in einem Vektorbiindel E ist, so walilen wir eine nicht 
weiter bestimmte Metrik auf E. Sei Pt : E E der g'-Orthogonalprojektor auf Lt. Es gilt dann 
P* = Pt, wobei * die Adjunktion beziiglich der Metrik g bezeichnet. Ist Lt eine verallgemeinerte 
Dirac-Struktur, dann haben wir nach Bemerkung 3.2.4 weiter die Gleichung P^ = id— Pj. 
Wir betrachten jetzt die Differentialgleichung 

Ut = [Pt,Pt]Ut 

mit der Anfangsbedingung Uq = id. Lokal ist diese Gleichung von der Form 

^U{t,x) = A{t,x)U{t,x) 

mit a; G y C und A : I x V ^ Mfc(IR), und hat eine eindeutig bestimmte, fiir alle t G / 
definierte glatte Losung Ut, die aufierdem auch glatt von x abhangt, siehe z.B. [31, Abschnitt 
IV. 1]. Aufgrund der Eindeutigkeit fiigen sich die lokalen Losungen zu einer globalen Losung 
Ut : E ^ E der obigen Gleichung zusammen. Um zu sehen, dass Ut invertierbar ist, betrachten 
wir die Gleichung 

Vt = Vt[Pt,Pt] 

mit der Anfangsbedingung Vq = id, die auch eine fiir alle t G / definierte, glatte Losung hat. 
Dann folgt 

UtVt + UtVt 

[Pt,Pt]UtVt + UtVt[Pt,Pt] 
[[Pt,Pt],UtVt] 




50 



3 Deformation von Dirac-Strukturen 



und UtVt ist damit die eindeutig bestimmte Losung der Gleichung 

^^Mt=[[Pt,Pt],Mt] 

mit Mq = id. Offensichtlich ist aber auch Mf = id eine Losung, so dass UfVt = id folgt. 
Auf ahnliche Weise erhalten wir auch VfUt = id, insgesamt gilt damit Uf^ = Vf. Da Pt ein 
^-Orthogonalprojektor ist, gilt P^ = Pt und es folgt 

{UtY = u;[p:,iPtr] 

bzw. 

{un= u:\Pt, Pt], 

so dass Ut = Vt = Uf^. War Lt eine verallgemeinerte Dirac-Struktur, erhalten wir mit P/^ = 
id— weiter 

(C/f )• = C/f [id -Pt, -Pt] = U[[Pt, Pt] 

so dass auch Uj" = Ut = U^^ gilt. Wir miissen jetzt noch zeigen, dass tatsachlich Pt = UtPoU^^ 
gilt. Da Pt ein Projektor ist, Pj? = Pt, folgen durch Ableiten die Gleichungen Pt = PtPt + PtPt 
sowie PtPtPt = 0. Damit rechnet man nach, dass Pj die DifFerentialgleichung 

[UtUi\Pt]=Pt 

erfiillt. Man zeigt aber auch, dass UtPoUf^ die obige Gleichung zur selben Anfangsbedingung 
lost, so dass wegen der Eindeutigkeit der Losung Pt = UtPoU^^ folgt. □ 

Ist — ^ M ein Vektorbiindel und ^ : E ^ E ein Vektorbiindelisomorphismus iiber einem 
Diffeomorphismus (p : M ^ M, dann definieren wir wie iiblich fiir einen Schnitt s : M ^ E 
den Push-forward durch = $ o s o und den Pull-back durch $*s = o s o (p. 

Lemma 3.2.6. Set E ein Courant-Algebroid mit Bilinearform {■, ■), Courant-Klarmner [■ ,■] 
und Anker p. Weiter sei ^t '■ E —> E ein glatt von t abhdngiger Vektorbiindelisomorphismus. 
Wir definieren die t-abhdngigen Klammern 

{ei,e2)t = ($t*ei,$;e2) 

sowie 

[e^,e2]t = {^t^rWtei,cPle2] 

und einen t-abhdngigen Anker 

pt = T(P^^opo<Pt. 

Dann ist fiir jedes t das Vektorbiindel E zusammen mit den Klammern {■ , ■)t und [•,•]< sowie 
dem Anker pt ein Courant-Algebroid. 

Ist $0 = id, so nennen wir {E, {• , •)t,[ - , - jt, Pt) das durch deformierte Courant-Algebroid. 
Mit Satz 3.2.5 erhalten wir sofort das folgenden Lemma. 

Lemma 3.2.7. Sei E ein Courant-Algebroid und sei Lt ein glatt von t abhdngiges Untervek- 
torbiindel in E. Sei Ut die Isometrie aus Satz 3.2.5. Dann ist Lt genau dann fiir alle t eine 
Dirac-Struktur, wenn Lq eine Dirac-Struktur fiir jedes durch Ut deformierte Courant-Algebroid 
{E,{-r),[-,-]t,Pt) ist. 
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3.2.1 Triviale Deformationen 

Definition 3.2.8. Sei E ^ M ein Courant-Algebroid. Ein Courant-Algebroidautomorphismus 
ist ein Vektorbiindelautomorphismus ^ : E ^ E iiber einem Diffeomorphismus ^ : M — ^ M, so 
dass gilt: 

i.) $ ist eine Isometrie der Bilinearform (•,•), 

($*ei,$*e2) = (ei,e2). 

a.) $ ist natiirlich beziiglich der Courant-Klammer, 

[$*ei,$*e2]c = $*[ei,e2]c. 

Lemma 3.2.9. Sei ^ : E ^ E ein Courant-Algebroidautomorphismus. Damn gilt fiir den 
Anker p die Gleichung 

p o $ = Tcf) o p. 
Beweis. Wir rechnen einerseits nach, dass 

[$*ei,$*(/e2)]c = [^*ei,cf>*f^*e2l = $*(/[ei, 62] J + p($*ei)(<^7)^*e2 
gilt. Andererseits haben wir auch die Gleichng 

[$*ei,$*(/e2)], =$*[ei,/e2], = $*(/[ei,e2],) + <^*(p(ei)/)$*e2, 
womit wir jetzt 

0*(p(ei))(0*/) = r(p(ei)/) 

= p($*ei)(r/) 

erhalten, d.h. 

T(l)~^ o p{ei) o(j) = p{(^~^ o ei o 0), 
was zu zeigen war. □ 

Satz 3.2.10. Fiir E = TM T*M rait der kanonischen Courant-Algebroidstruktur ist jeder 
Automorphismus $ von der Form 

^ = TBo{T(^,T,(l)), 

wobei tb eine Eichtransformation zu einer geschlossenen Zweiform B e Jl^(Af) und (p : M ^ M 
ein Diffeomorphismus von M ist. B und (p sind dabei eindeutig bestimmt. Die Automorphis- 
mengruppe von TM ®T*M ist damit isomorph zu dem semidirekten Produkt Z'^[M) XI 'Diff{M) 
mit Z'^{M) = ker(d|f22(jy^)), wobei die Verkniipfung durch 

{B,4>){c,i^) = {B + {r^yc,ct>oi^) 

gegeben ist. 
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Beweis. Sei zunachst $ = ($i,$2) : TM (B T*M — > TM ® T*M ein Automorphismus iiber 
der Identitat. Mit Lemma 3.2.9 folgt dann ^i{X,a) = p{^{X,a)) = p{X,a) = X. Da $ 
eine Isometrie der kanonischen symmetrischen Bilinearform auf TM ®T*M ist, muss folgende 
Gleichung gelten: 

(X, $2 [Y, /3) ) + (y, $2 {X, a)) = {X,l3) + {Y,a). 



Schreiben wir $ als Blockmatrix beziiglich der direkten Summe TM © T*M, 

$ = 



$11 $12 
$21 $22 

dann folgt, indem wir X = setzen, die Bedingung $22(0:) = und weiter, wenn wir a = (3 = 
setzen, die Gleichung 

(x,$2(y,o)) + (F,$2(x,o)) = o, 

d.h. 

$21 + $21 = 

Also gilt $21 = B G Q2(M) und damit $ = tb- Mit Lemma 1.2.9 folgt weiter dB = 0, da tb 
ein Automorphismus der Courant-Klammer sein muss. Insgesamt haben wir jetzt 



$ 



id 
B id 



Ist nun $ ein Automorphismus iiber einem Diffeomorphismus </!> : M — > M, dann ist die 
Verkniipfung (Tc/)^^, T*0)o$ wie eben gezeigt eine Eichtransformation tb zu einer geschlossenen 
Zweiform B. Die Eindeutigkeit von B und 4> ist klar, und die Behauptung iiber die Verkniipfung 
in dem semidirekten Produkt Z^(M) x Viff^M) folgt leicht aus Lemma 1.2.10. □ 



Triviale Deformationen Um zu klaren, was wir als triviale glatte Deformationen bezeich- 
nen wollen, lassen wir uns von den beiden Spezialfallen fiir Dirac-Strukturen, namlich symplek- 
tische Mannigfaltigkeiten und Poisson-Mannigfaltigkeiten, leiten. Eine Deformation ujt einer 
symplektischen Form lvq auf M heifit trivial, wenn es eine glatte Familie von Diffeomorphismen 
(pt : M ^ M gibt, so dass uot = 4>*^o- Entsprechendes gilt fiir triviale Deformationen -Kt von 
Poisson-Strukturen. Wir wissen aber, dass die Gleichungen 

graph(0ja;o) = (graph (wq)) 

bzw. 

graph((/)i7ro) = jr^t(graph(7ro)) 
gelten. Deshalb manchen wir fiir Dirac-Strukturen in TM T*M folgende 

Definition 3.2.11. Zwei glatte Deformationen Lt und L[ von Lq G TM @T*M hei£en Equiv- 
alent, wenn es glatt von t abhangige Diffeomorphismen (pt '■ M ^ M gibt, so dass 

Eine glatte Deformation Lt von Lq G TM © T*M heii^t trivial, wenn Lf aquivalent zu Lq ist. 



Lt = J^(t)t{Lo). 
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Man beachte, dass dies nach Lemma 3.2.10 nicht damit iibereinstimmt, zu verlangen, dass es 
einen Courant-Algebroidautomorphismus gibt, so dass Lf = $((Lo). In diesem Fall waren ja 
zusatzlich noch die Eichtransformationen zu geschlossenen Zweiformen dabei, was beispielsweise 
dazu fiiliren wiirde, dass je zwei Deformationen der Form Lt = graph(u;t) und L[ = graph(a;^) 
aquivalent waren, wobei die Aquivalenztransformation durch t^^-ui'^ gegeben ist. 

Bemerkung 3.2.12. Im Fall eines allgemeinen Courant-Algebroids E ^ M haben wir keinen 
kanonischen Lift mehr von Diffeomorphismen von M zu Automorphismen von E. Damit sind 
zwar weiterhin die Automorphismen iiber der Identitat ausgezeichnet, eine Darstellung der 
Automorphismengruppe als semidirektes Produkt wie in Lemma 3.2.10 existiert jedoch fiir 
ein beliebiges Courant-Algebroid nicht. Im allgemeinen Fall kame fiir die Menge der Aquiv- 
alenztransformationen deshalb nur die ganze Automorphismenruppe in Frage. Wie wir aber 
gerade gesehen haben, ist diese im Falle E = TM T*M zu groi^, sofern wir fiir symplektis- 
che und Poisson-Mannigfaltigkeiten bekannte Ergebnisse reproduzieren wollen. Bei der Defini- 
tion von aquivalenten und trivialen Deformationen beschranken wir uns deshalb auf den Fall 
E = TM © T*M. 

Bemerkung 3.2.13. Haben wir eine glatte Deformation einer Dirac-Struktur L = Lq gegeben, 
so liefert dies nach Lemma 3.2.7 insbesondere eine Deformation des Lie-Algebroids Lq. Es 
gibt jedoch keinen direkten Zusammenhang zwischen den Deformationen von L als Dirac- 
Struktur und den Lie-AIgebroiddeformationen von L. Beispielsweise ist durch eine geschlossenen 
Zweiform lv mit = graph(it(;) eine glatte Dirac-Deformation von Lq = TM gegeben, die aber, 
au£er fiir a; = 0, keine triviale Deformation sein kann, da ja TM unter den Abbildungen J^(f) fiir 
einen Diffeomorphismus (f) von M erhalten bleibt. Andererseits wissen wir aber aus Folgerung 
2.3.14, dass es nur triviale Deformationen von TM als Lie-Algebroid gibt. 

3.3 Formale Deformation von Dirac-Strukturen 

Bevor wir mit der Formulierung einer formalen Deformationstheorie beginnen konnen, miissen 
wir zunachst eine dafiir geeignete Beschreibung unseres Problems finden. Dies ist notwendig, 
da wir formale Reihen von den zu deformierenden Objekten bilden konnen miissen, was aber fiir 
Dirac-Strukturen als Unterbiindel in einem Courant-Algebroid auf direktem Weg nicht moglich 
ist. Viele Aussagen in den folgenden Abschnitten sind jedoch unabhangig davon, ob wir formale 
oder glatte Deformationen betrachten. Aui^erdem werden wir teilweise auch weiterhin glatte 
Deformationen betrachten, um Definitionen fiir den formalen Fall zu motivieren. 

3.3.1 Deformierte Dirac-Strukturen als Graphen 

Sei Lf eine glatt von t abhangige Dirac-Struktur in einem Courant-Algebroid E — M. Wir 
finden dann eine Metrik g, so dass das (/-orthogonale Komplement von L maximal isotrop 
ist. Mit Hilfe der Bilinearform ( • , • ) konnen wir mit L* identifizieren und erhalten dadurch 
einen Isomorphismus"^ E = L®L* . Ist M kompakt, so kann Lt fiir kleine t als Graph einer Ab- 
bildung LOt : L ^ L* beschrieben werden, im Allgemeinen ist dies zumindest lokal moglich. Die 
Isotropic von Lj bedeutet gerade LOt G r°°(/\^L*), wobei wir wieder die Zweiform cut auf L durch 
^{si){s2) = u{si,S2) fiir si,S2 € r°°(L) mit einem Element r°°(Hom(L, L*)) identifizieren. 



^Der Isomorphismus ist natiirlich von der Wahl des Komplements L""" abhangig 
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Weiter ist graph(t(;) genau dann integrabel, wenn fiir alle si, 82,83 G T°^{L) gilt 
= {[8i+u;{si),82 + u;{s2)]c,S3+i^{s3)) 

= {[si,82]c,S3) 

+ ([«!, W(s2)]c, S3) + {[^{Si), 821^,83) + ([si,S2]c>^(s3)) 

+([si,a;(s2)]c,w(s3)) + S2]c, ^(^3)) + {[^{si),uj{s2)]c, S3) 

+ ([w(si),w(s2)]c,^(s3))- 

Wir werden die einzelnen Ordniingen in u) getrennt untersuchen. Zunachst ist der erste Term 
{[si;''S2]^,S3) = 0, da ja L integrabel ist. Die in lo linearen Terme sind durch das folgende 
Lemma erfasst. 

Lemma 3.3.1. Bezeichnet di, das Lie-Algebroiddifferential von L, dann gilt 

dLUj{8i,S2,83) = {[8i,(jj{82)]c,S3) + {[uj{si) , S2]c , S3) + ( [si , S2]c > '^(^s)) • 

Beweis. Mit Hilfe der in einem Courant-Algebroid giiltigen Identitaten rechnen wir: 

dLa;(si, 52,53) = p{si)uj{s2, S3) + p{s2)lli{s3,Si) + P{S3)UJ {81,82) 

-U{[S1, S2]c, S3) + UJ{[S1, 83]^, 82) - U{[S2, 83]^, 81) 
= p{8i){uj{82), 83) - p{82){uj{8i),83) + p{s3){u{8i), 82) 

-uj{[si,S2]c,g) +uj{[si,g]c,S2) - uj{[s2,S3]c,e) 

= ([si,w(s2)]c,.S3) + {UJ (82), [81, 83]^) + {[uj{8i),82]c,S3) 

-(cj(si),[s2,S3]c> 
-Uj{[si, S2]c, S3) + Uj{[8i, 83]^, S2) - Uj{[82,83]^,8i) 

= {[8i,Uj{s2)]c,S3) + {[u>{8i),82]c,S3) + ( [si , S2]c , ^(53)) . 

□ 

Um die in lv quadratischen Terme systematise!! untersuchen zu konnen, miissen wir etwas 
mehr arbeiten. In dem folgenden Abschnitt werden wir eine Klammer auf L* definieren, 
mit deren Hilfe sich die Gleichung, die eine Deformation ujf erfiillen muss, auf einfache Weise 
schreiben lasst. 

3.3.2 Eine verallgemeinerte Schouten-Nijenhuis-Klammer 

Falls aucli L* eine Dirac-Struktur und damit ein Lie-Algebroid ist, verscliwindet der in lj ku- 
bische Term. In diesem Fall ist graph(u;) genau dann eine Dirac-Struktur, wenn die Gleichung 

dLi^ + = 

erfiillt ist [33], wobei [•,•]* die Schouten-Nijenhuis-Klammer auf L* bezeichnet, siehe Definition 
A.8. 

Es stellt sich die Frage, ob man zu jeder Dirac-Struktur L eine komplementare Dirac-Struktur 
L' finden kann. Im Allgemeinen ist dies nicht moglich, wie folgendes Beispiel, welches uns von 
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Henrique Bursztyn mitgeteilt wurde, zeigt. Sei E = TM(BT*M und (p eine geschlossene 3- Form 
auf M. Wir betrachten die ,,^-twisted" Courant-Klammer 

[{X, a), {Y, P)U = [{X, a), {Y, P)] + ^{X, Y, •), 

wobei die Klammer auf der rechten Seite die Standart-Courant-Klammer ist. E zusammen mit 
[•, -J^, der Standard-Bilinearform und der Projelition auf TM als Anlier ist dann ebenfalls ein 
Courant-Algebroid, siehe [43]. In ist L = T*M eine Dirac-Struktur, TM ist jedoch unter 
[• , -Jf/j nicht melir abgeschlossen. Jedes isotrope Unterbiindel L' komplementar zu T*M ist 
Graph einer Zweiform u G r2^(M). Damit L' eine Dirac-Struktur ist, muss die Bedingung 
do; = ^ erfiillt sein, siehe ebenfalls [43]. Ist (p nicht exakt, finden wir somit keine zu T*M 
transversale Dirac-Struktur. 

Im Allgemeinen konnen wir also nicht davon ausgehen, dass L* ein Lie-Algebroid ist und die 
Courant-Klammer auf L ® L* kann nicht einfach auf L* eingeschrankt werden. Wir konnen 
jedoch durch 

[ot,0\* = pri,([Q;,/?]c) 

eine Verkniipfung [•,•]*: V°°{L*) x V°°{L*) r°°(L*) definieren, wobei pr^,, : L L* ^ L* 
die Projektion auf L* bezeichnet. 

Lemma 3.3.2. Die Klammer [•,•]* ist antisymmetrisch und erfiillt eine Leibniz- Reg el: 

[a, ff3], = f[a, + p{a)f /3 Va, /3 G r-(L*), / G C°°(M). 

Beweis. Mit der Isotropic von L* folgt 

= p(e)(a,/?) = (e, [a, + [/?, a],) 

und damit die Antisymmetric von [•, Die Leibniz-Regel folgt direkt aus der Leibniz-Regel 
fiir die Courant-Klammer. □ 

Bemerkung 3.3.3. Im Allgemeinen wird die Jacobi-Identitat fiir die Klammer [■,•]* nicht gelten. 
Wir werden spater sehen (Lemma 3.4.1), dass die Jacobi-Identitat fiir [•,•]* genau dann gilt, 
wenn L* eine Dirac-Struktur ist. 

Wie bei den Lie-Algebroiden (vgl. A. 8) erweitern wir jetzt diese Klammer auf alle Formen 
oj e T'^{/\'L*), indem wir 

[f,9]*=0 ^f,9eC°°{M), 
[«,/]* = = -if, a]* Va e r~(L*), / G C°°(M) 

und fiir co G T'^{/\''L*), fjL G V°°{f\^L*) sowie -q G V°°{f\*L*) die Leibniz-Regel 

fordern. Lokal ergeben sich fiir Formen a; = ai A . . . A a^, ji = fii h . . . A f5i und / G C°° die 
Gleichungen 

k . 

[f,uj]^ = ^(-l)V(ai)/aiA .:. Aafe 

1=1 

und 

' i j 

[oJ,l^]* = ^^{-iy^^[ai,(3j]^Aai .:. Aafc A/3iA .:. AA- 

1=1 j=i 
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Wie im Falle der Schouten-Nijenhuis-Klammer bei Lie-Algebroiden iibeiiegt man sich, dass 

[•,•],: r°°(A''^*) X r~(A'^*) ^ r°°(A*'+'-^L*) 

dadurch wohldefiniert ist. Die Bedeutung dieser Klammer fiir uns ergibt sich aus dem dritten 
Teil des folgenden Lemmas. 

Lemma 3.3.4. Sei a G r~(L*), io,nG T°°{/\^L*) und f G C°°{M) sowie si,S2,S3 G r~(L). 
Dann gilt 

a.) [a;,a]*(si,S2) = a]*, S2) - ([u;(s2), a]*, si) + p{a)u{si,S2) 

mj 52,53) = ^2]^, /^(ss)) + ([«!, '^(s2)]c , /^(^s)) 

+([a;(si),^(s2)]c,S3) + ([^(si), S2]c , ^(ss)) 

+ ([S1,/^(S2)]C,W(S3)) + ([m(si),w(s2)]c,S3) 

Beweis. i.) Zunachst iiberlegt man sich, dass sowohl der Ausdruck Hnks des Gleichheitsze- 
ichens als auch der auf der rechten Seite funktionenlinear in uj ist. Deshalb geniigt es, die 
Behauptung fiir a; = /x A 77 zu zeigen: 

ilJ' A V, /]*(«) = -{p{lj)f)v{s) + {p{ri)f)n{s) = [n{s)ri - r]{s)n, /]* = [(/x A ?7)(s), /]*. 
ii.) Nach Konstruktion gilt fiir die hnke Seite folgende Leibniz-Regel: 

Mit einer kleinen Rechnung iiberzeugt man sich davon, dass die selbe Leibniz-Regel auch 
fiir die rechte Seite gilt, so dass es wieder geniigt, die Behauptung fiir u = pArj zu zeigen. 
Dann ergibt sich fiir die linke Seite 

[/X A?7,q;]*(si,S2) 

= ([/x,a]* Ar?- [r?,a]* A//)(si,S2) 

= {[l^,Oi]c,si)v{s2) - {[fi,a]c,S2)v{si) - ([77,a]c,si)Ai(s2) + ([/?, aj^ , S2)/i(si). 
Jetzt zur rechten Seite: 
{[{nAri){si),a]^,S2) 

= {Ksi)[v,Oi]c - {p{a)Ksi))v,S2) - {v{si)[n,a]^ + {p{a)r]{si)) p, S2) 

= {[r],a]^,S2)fi{si) - ([/x,a]c,S2)??(si) + (p(a)r?(si))/x(s2) - (p(a)/x(si))r?(s2), 

([(m Ar?)(s2),Q;]*,si) 

= (['7,Q:]c.«i)m(s2) - {lJ.,a]c,si)ri{s2) - {p{a)ri{s2)) n{si) - {p{a)n{s2))visi)- 
Damit folgt 

\pAr],a]4si,S2) - {[(^x A r?)(si), a]*, S2) + {[{n Ari){s2),a]^,Si) 

= -(p(a)??(si))Ai(s2) + {p{a)n{si))ri{s2) + (/>(a)r?(s2))/x(si) - (/>(a)/x(s2))??(si) 
= (m(si)?7(s2) - p{s2)ri{si)) 

= p{oi){p A1]){SI,S2), 
womit die zweite Aussage gezeigt ist. 
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Hi.) Fur die linke Seite gelten die Leibniz-Regeln 

[w, //x]* = f[uj, /Li]* + [uj, f]^ii 

sowie 

Mit Hilfe des bisher gezeigten finden wir, dass fiir die rechte Seite die gleichen Leibniz- 
Regeln gelten, sodass es wieder reicht, die Behauptung auf Formen lo = aiAa2, /x = /3iA/?2 
zu iiberpriifen. Wir rechnen also fiir die linke Seite 

[ai A a2, (3i A /32]*(si, S2, S3) 

= A a2 A /32)(si, S2, S3) - {[ai,P2\* A 02 A S2, S3) 

-([a2,/?i]* A ai A /32)(si, S2, S3) + ([0:2, ,32]* A ai A /3i)(si, S2, S3). 

Fiir die ersten drei Terme auf der rechten Seite der zu zeigenden Gleichung ergibt sich 

([(ai Aa;2)(si),S2]*,(/3i A/?2)(S3)) 

= q;i(si)/3i(s3)(p(q;2)(/32(s2))) - ai(si)/3i(s3)(s2, [a2,,32]c) 
-ai(si)/32(s3)(p(a2)(^i(s2))) + Q;i(si)^2(s3)(s2, [a2,/?l]c) 
+a2(s2)/3i(s3)(p(/32)(ai(si))) - «2(s2)/32(s3)(p(/3i)(ai(si))) 

-a2(si)/?i(s3)(p(ai)(/?2(s2))) + a2(si)/?i(s3)(s2, [ai,/32\c) 
+a2(si)/32(s3)(/3(ai)(/5i(s2))) - a2(si)/32(s3)(s2, [ai,Pi]c) 
-ai(s2)/3i(s3)(p(/32)(a2(si))) + ai(s2)/32(s3) (p(/3i)(a2(si))) 



sowie 

([si, (ai A a2)(s2)]*, {Pi A /32)(s3)) 

= ai(s2)/?i(s3)(p(/32)(a2(si))) + ai(s2)/3i(s3)(si, ["2, /52]c) 
-ai(s2)/3i(s3)(p(a2)(/52(si))) - ai(s2)/32(s3)(.si, [a2:Pi]c) 
+ai(s2)/52(s3)(p(a2)(/5i(si))) - ai(s2)/32(s3) (p(A)(«2(si))) 
-a2(s2)/5i(s3)(p(/52)(ai(si))) - a2(s2)/5i (s3)(si, [ai,/32]c) 
+a2(s2)/5i(s3)(p(ai)(/32(si))) + a2(s2)/52(s3)(si, [ai,Pi]c) 
-a2(s2)/32(s3)(p(ai)(/3i(si))) + a2(s2)/32(s3) (p(/3i)(ai(si))) 

und 

([(ai A Q!2)(si), ipi A /32)(s2)]*, S3) 

= ai(si)/32(s3)(p(a2)(/3i(s2))) + ai(si)/3i(s2)(s3, [02, /52]c) 
-a2(s3)/3i(s2)(p(/32)(ai(si))) - ai(si)/32(s2)(s3, [02, Ale) 
+a2(s3)/?2(s2)(/9(A)(ai(si))) - ai(si)/3i(s3)(p(a2)(/32(s2))) 
-a2(si)/?2(s3)(/3(ai)(/3i(s2))) - a2(si)/?i(s2)(s3, [ai,/32]c) 
+ai(s3)/3i(s2)(p(/32)(Q;2(si))) - a2(si)/3i(s2)(s3, [ai, /32]c) 
-ai(s3)/32(s2)(p(/3i)(a2(si))) +a2(si)/3i(s3)(/9(ai)(/?2(s2))) 
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Die verbleibenden drei Terme erhalt man jetzt aus den obigen Gleichungen durch Ver- 
tauschen der a's und (3's. Summiert man nun alles auf der rechten Seite auf, so bleiben 
nur Terme der Form Q;i(si)/3i(s3)(s2, [02, /?2]c) usw. iibrig, und man erkennt, dass diese 
verbleibenden Terme gerade die ausmultiplizierte Version der oben berechneten linke Seit- 
en darstellen. 

□ 

Wir haben also insbesondere die Gleichung 

i[a;,a;]*(si,S2,S3) = {[i^isi), S2]c,^{s3)) + ([^i, w(s2)]c,'^(s3)) + {[(^isi),uj{si)]c, S3) 

gezeigt, d.h. die quadratischen Terme der Deformationsbedingung in Abschnitt 3.3.1 werden 
durch |[u;,a;]* erfasst. 

1st L* auch eine Dirac-Struktur, so ist (L, L*) ein Lie-Bialgebroid (siehe A. 10) [33]. In diesem 
Fall ist dr, eine Superderivation vom Grad Eins beziiglich der Schouten-Nijenhuis-Klammer 
[■, ■]*. Wir werden jetzt zeigen, dass diese Aussage auch im allgemeinen Fall weiterhin richtig 
bleibt. 

Im folgenden bezeichnen wir mit pr^, bzw. pr^,* die Projektion auf L bzw. L* oder benutzen 
die kiirzeren Schreibweisen e/, := pri(e) und cl* := pr^*(e) fiir e G T°°{L © L*). Es gilt dann 
fiir s G r°°(L), 61,62 G r°°(L©L*) und / G C°°(M) 

{dLf,s)=p{s)f={Vf,s) = (pr^.(P/),s) = {VfL*,s) 

sowie 

(ei|L*,e2) = (prL*(6i),62) = (6i,pri(62)) = (6i,62|l)- 

Lemma 3.3.5. Sei s G T°°{L) und a G T°°{L*). Dann gilt 
i.) [s,a]L* = Cga 

a.) [a, s]l* = -isdia bzw. ([a, .si]^, S2) = -dLa(si,S2) fur si,S2 G r°°{L). 
Dabei bezeichnet Cg = d^z^ +isdL die Lieableitung (siehe Def. A. 7) auf dem Lie-Algebroid L. 
Beweis. Die erste Behauptung ergibt sich aus der folgenden Rechnung, wobei si,S2 € r°°(L), 

{[si,a\^,S2) = -{a,[si,S2]c) + Pisi)a{s2) 
= dLa{si,S2) + p{s2)a{si) 
= {isi d^a + dLisi 01,82), 

die zweite Behauptung folgt jetzt mit 

{[a,si\c,S2) = -{[si,a]c,S2) + p{s2)oi{si) = -{isidLa, S2) ■ 

□ 

Mit diesen beiden Lemmata konnen wir nun folgendes zeigen: 
Lemma 3.3.6. Seien f,ge C~(M) und a,/3 G r~(L*). Dann gilt 
i-) dL[/,5]* = = [dLf,g\* - [f,dL9\* 
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a.) dL[a,f]* = [diO!, /]* + [a,dLf]* 
in.) dL[Q!,/3]* = [dLa,P]* + [a,dLP]* 
Beweis. i.) Es gilt 

[dLf,g]* = p{dLf)g = {Vg,dLf) = {Vg,pir^.{Vf)) 

sowie 

[f,dLg]* = -(P/,pri.(P5)) = -{Vg,pvr^{Vf)) 

und damit 

[dLf,g]* - [f,dLgU = {Vf,Vg) = 0. 
n.) Sei s G T°°{L). Dann rechnen wir fiir die linke Seite 

(dL[a, /]*, s) = (dL(p(a)/), s) = p{s)p{a)f = -p([a, sj^)/ + p{a)p{s)f 
und fiir die reclite Seite 

([dz,a, /]*, s) = [dLa(s), /]* = p{dLa{s))f = -p([a, s]l.)/ 

sowie 

([a, di/]*, s) = -{dif, [a, s]^) + p{a){dLf, s) = -pi[a, s]l)/ + p{a)p{s)f. 
Damit ist die zweite Aussage gezeigt. 
in.) Zunachst erhalten wir mit si,S2 G r°°(L) fiir die linke Seite: 

dhioi, 0\*{si, S2) = (i5idL[a,/3]*,S2) = -([[a,/3]*,si]c,S2) 
= -([[">/3]c'«i]c>«2) + {[[a,P]L,Sl]^,S2) 
= -{[a, [(3,si]^]^,S2) + ([/?, [a,si]c]^,S2) 
= {[P,si]^, [",S2]c> - P{a){[(3,Si]^,S2) 

-{[a,si]^,[l3,S2]c) + p{(3){[a,si]c,S2) 
= {\p, si]^, [a, S2]c) + p{a)dL(3{si, S2) 

-{[a, si]^ , [l3, S2]c) - p{P)dLa{si, S2) 

Weiter mit der rechten Seite: 

[dLa,P]*{si,S2) = {[dLa{si),f3]^,S2) - ([dLa(s2), , si) + p(/3)dLa('Si. .S2) 

= -{[P,dLa{si)]c,S2) + {[(3,dLa{s2)]c,si) + p(/3)dLa(.si, S2) 

= {isidLa, [(3, 82]^) - {isidia, [f3, si]^) - p{P)dLa{si, S2) 

= -{[a,si]L*,[l3,S2]c) + ([a,S2]L*, [/3,si]c) - p(/3)di,a(si, S2) 

[a,dL^]*(si,S2) = -[dLP,a]*{si,S2) 

= [a,S2]c) - ([As2]L*,[a,si]c) + p(a)dL/?(si,S2) 

= {[P,si]c,[a,S2]L) - {[(3,S2]c,[(^^si]l) + p{a)dLl3{si,S2) 

Damit folgt nun die Behauptung. 

□ 
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Satz 3.3.7. Das Lie-Algebroiddifferential di ist eine Superderivation vom Grad Bins beziiglich 
[•,•]*, d.h. fur u e T'^{/\''L*) und n G r°°(/\') gilt 

dL[w,^]* = [dicj,^]* + (-l)^'~^[a;,dL/u]*. 

Beweis. Definieren wir fiir CO G r°°(A L*) eine Abbildung ad^j durch ad^{ii) = [w,//]* fiir // G 
r°°(/\*L*), dann ist ad^j aufgrund der Leibniz-Regel fiir [•,•]* eine Superderivation beziiglich 
des Dacliproduktes vom Grad k — 1. Weiter ist di eine Superderivation vom Grad Eins, und 
damit ist der Superkommutator 

[di, ad^] = di o adi^ — {—l)'^~^adi^ o di 

eine Derivation vom Grad k. Andererseits ist aber auch ad^j^u! eine Superderivation vom Grad 
k, und nach dem obigen Lemma stimmen beide auf den Erzeugern C°°{M) und T°°(L*) von 
r°°(/\*L*) iiberein. Damit folgt aber sofort 

di o ad^{i^) - {-l)'^~^ad^ o diH = add^uiifJ') 

fur alle w G r'^{/\''L*) und /? G r°°{/\'L*). □ 

Wir haben bis jetzt insbesondere gezeigt: 

Satz 3.3.8 ([33, Theorem 2.6]). Seien L und L' transversale Dirac-Strukturen in einem 
Courant-Algebroid E. Dann ist [L, L') ein Lie-Bialgebroid, wobei L' vermoge der in E gegebenen 
Bilinearform mit L* identifiziert wird, und das dadurch definierte Courant-Algebroid L ® L' 
stimmt mit E iiberein. 

Wir wollen jetzt die Gleichung, die uo G T°°{/\^L*) erfiillen muss, damit L = grapli(u;) eine 
Dirac-Struktur ist, mit Hilfe der Klammer [•,•]* formulieren. Doch sei zuerst noch eine 3-Form 
Toj G V^i/y^L*) durch 

T^{si, 82,83) = {[uj{8l),Uj{s2)]c.i0(8s)) 

definiert. Die Antisymmetric von T^^ folgt dabei mit der Isotropic von L* , denn es gilt 

Tu,{si, 82,83) = {[uj{8i),Uj{82)]c,Uj{s3)) 

= -{[uj{82),Uj{si)]c,u{83)) + P{UJ{S3)){UJ{81),UJ{S2)) 
= -Toj{s2,8i,83) 

sowie 

Tu,{si,82,83) = {[uj{8i),u{82)]c, 1^(33)) 

= -{U{S2), [Uj{si),u{83)]^) + p{uj{si)){u{8i), Uj{s3)) 
= -Tujisi,83,82). 

Aus der Antisymmetric folgt jetzt auch, dass tcnsoricll ist, da die C°°(M)-Linearitat im 
dritten Argument offensichtlich ist. Damit haben wir den folgcndcn Satz gezeigt: 

Satz 3.3.9. Sei E ein Courant-Algebroid mit Dirac-Struktur L. Sei weiter L' ein isotropes 
Komplement von L. Identifizieren wir E mit L ® L* , dann ist graph(a;) fiir eine Zweiform 
LO G r°°(/\^L*) genau dann eine Dirac-Struktur, wenn die Gleichung 

<^L^ + ^[<^,'^]* + = 

erfiillt ist. 
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3.3.3 Formale Dirac-Strukturen 

Die Gleichung, die lo in Lemma 3.3.9 erfiillen muss, ist also eine Gleichunginr°°(/\^L*). Damit 
haben wir jetzt eine Moglichkeit gefunden, wie wir die formale Deformationstheorie beschreiben 
konnen. 

Definition 3.3.10. Seien die Voraussetzungen von Satz 3.3.9 gegeben. Eine formale Deforma- 
tion der Dirac-Struktur L = Lq ist eine formale Potenzreihe 

so dass die Gleichung 

in jeder Ordnung von t erfiillt ist. Eine formale Deformation der Ordnung N ist ein formale 
Reihe ojt = tui + . . ., so dass die obige Gleichung bis zur Ordnung N erfiillt ist. 

Wahlen wir in E ein anderes isotropes Komplement L' zu L, dann erhalten wir natiirlich 
einen anderen Isomorphismus E = L (B L* und damit eine andere Courant-Algebroidstruktur 
auf L®L*. Diese beiden Strukturen sind nach Konstruktion isomorph, und der Isomorphismus 
<I> : L (B L* ^ L (B L* zwischen beiden Strukturen ist eingeschrankt auf L die Identitat. Da $ 
eine Isometric ist, folgt ahnlich wie in Lemma 3.2.10, dass $ von der Form 

$(e, a) = ^'A(e, a) := (e + A{a), a) 

mit A G r°°(/\^L), aufgefasst als Abbildung A : L* ^ L, ist. Sei nun Lt = graph(a;t). Man 
iibcrlcgt sich leicht, dass i'A{Lt) genau dann wieder ein Graph ist, wenn (id+Awt) invertierbar 
ist (was im formalen Fall stets gilt) und dass dann Vf^{Lt) = graph(a;0 mit = a;t(id -l-Aa;)"''^ 
folgt. 

Die beiden folgenden Beispiele zeigen, dass unsere Uberlegungen in diesen Spezialfallen die 
bekannten Ergebnisse reproduzieren. 

3.3.4 Prasymplektische Mannigfaltigkeiten 

Ist L = graph(a;) fiir eine geschlossene 2-Form co, dann ist T*M eine zu L transversale 
Dirac-Struktur und wir konnen L* mit T*M identifizieren. In diesem Fall ist L ® L* ein 
Lie-Bialgebroid, wobei die Lie-Klammer auf L* identisch Null ist. Fiir eine f-abhangige 2- 
Form rjt : L ^ L* ist Lt = graph(77j) eine Dirac-Struktur, wenn diryj = gilt. Identifizieren 
wir L auf offensichtliche Weise mit TM, so wird aus d^;, das gewohnliche dcRahm-Differential 
auf M und aus r/t eine 2-Form ■q't auf M . Genauer gesagt betrachten wir die Eichtransfor- 
mation r^., die wegen der Geschlossenheit von lo ein Automorphismus von TM © T*M ist. 
Dies hefert einen Lie-Algebroid-Isomorphismus Ti^\tm '■ TM-^ graph (cu) und es gilt dann 
Lt = graph(a; -|- rj't) = t^^^^i^{TM). Wir erhalten also das bekannte Ergebnis, dass Lt genau 
dann eine Dirac-Struktur ist, wenn uj + T]'t geschlossen ist. 

Triviale Deformationen von L sind solche, die sich als Lt = J^cptiL) fiir einen Diffeomorphis- 
mus (pt von M schreiben lassen. Dies bedeutet in diesem Fall, dass 



UJt = (ptUjQ 
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mit LVt = OJ + ril. Wir nehmen nun an, dass wir eine global definierte zeitabhangige Einsform (3t 
finden konnen, so dass 

apt = -jji^t = oJt- 
at 

Falls Ut symplektisch ist, konnen wir durch 

ixt^t = -Pt 

ein zeitabhangiges Vektorfeld definieren. War M kompakt, so ist der Fluss (oder genauer die 
Zeitentwicklung) zu Xt fiir alle f definiert. In Allgemeinen finden wir zumindest fiir jeden 
Punkt p ^ M eine Umgebung, auf der der Fluss ipt fiir t in einem Intervall [0, e] mit e > 
definiert ist. Ableiten von ip^cot liefert jetzt 

= tptiixt^u; + dixt^ + wj) = V't*d(ixt<^ + Pt) = 0, 

und damit tp^LOt = = ^o- 

Umgekehrt erhalten wir fiir eine triviale Deformation tot = (pt'^o durch Ableiten nach t die 
Gleichung 

also ist cbt exakt. Durch weiteres Ableiten folgt schliei^lich, dass 

d^ 

fiir alle k > exakt ist. Wir definieren deshalb: 

Definition 3.3.11. Seien und lu[ zwei formale Deformationen von lu = cuq. Dann heifien cot 
und oj'j. aquivalent, wenn es einen formalen Diffeomorphismus 

(j)t = exp{/:xt) 

mit Xt = tXi + t'^X2 + . . . G A:'(M)[[t]] gibt, so dass 

u't = 4>t{uJt)- 

Eine Deformation ujt heii^t trivial, wenn ujt aquivalent zu uq ist, 

Bemerkung 3.3.12. Man kann zeigen, dass die homogenen Automorphismen der Algebra 

(n-(M)P],A), 

die in unterster Ordnung mit der Identitat beginnen, von der Form exp{Dt) mit einer formalen 
Reihe Dt = tDi + tD2 + ... von Derivationen von 17* (M) sind [50]. \'erlangen wir weiter, 
dass [d, cxp(Z)j)] = 0, so folgt [d,Dk] = fiir alle k > 1 und nach Bemerkung 2.4.8 muss 
dann Dk = jCx^ fur ein Vektorfeld X^ gelten. D.h. die homogenen Automorphismen von 
(ri*(M)[[i]], a), die in unterster Ordnung mit der Identitat beginnen und die Gleichung do; = 
invariant lassen, sind genau die von der Form exp(>Cxt)- 
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Sei ujt = u)o + t LVk+i + • • • die Deformation einer symplektischen Form, die bis zur Ordnung 
k mit UJQ iibereinstimmt. 1st oJk+i exakt, = da, so ist LOt bis zur Ordnung k + 1 Equivalent 
zu loq. Um das zu sehen definieren wir durch a = ix^+i'^o Vektorfeld Xk-^^i und setzen 
(t)t = exp{t''+^Cx,+,)- Damit folgt 

= uo + t'^'^^dix^^^ujo + ■ ■ ■ 

= LOo+t''+^UJk+l + ... 

= u;t + t'+\...). 

1st H^j^{M) = 0, so sind also alle Deformationen trivial. Falls wir nun aber eine prasym- 
plektische Form cuq deformieren wollen, konnen wir die Gleichung a = ix^o im Allgemeinen 
nicht mehr losen. Damit lasst sich nicht mehr nur anhand der deRahm-Kohomologie von M 
entscheiden, ob es nichttriviale Deformationen gibt oder nicht. 

3.3.5 Poisson-Mannigfaltigkeiten 

Sei L = graph(7r) fiir einen Poisson-Bivektor tt auf M. Wir konnen L mit T*M und L* mit TM 
identifizieren. Die Lie-Algebroidstruktur auf TM ist die kanonische, wahrend die Lie-Klammer 
auf T*M die Koszul-Klammer 

[a, P] = C^(^a)P - ■^7r(/3)" - d(7r(Q;, P)) 

und der Anker durch tt : T*M — ^ TM gegeben ist. Wir erhalten dadurch eine Courant- 
Algebroidstniktur auf T*M © TM, die aber nicht mit der kanonischen Courant-Algebroid- 
struktur iibereinstimmt. Weiter ist di = [n, •] und fiir eine t-abhangige 2-Form /.it : L ^ L* 
mit Ho = ist die Gleichung dif^t + ^[/^t) A*<]* = unter den obigen Identifikationen aquivalent 
zu 

[tt + IJ.t,TT + lit] = 0. 

Insbesondere erhalten wir, dass graph(7r) fiir einen Bivektor tt genau dann eine Dirac-Struktur 
ist, wenn [n,Tr] =0 erfiillt ist. 

Die Bedingung fiir triviale Deformationen lautet jetzt 

graph(nt) = jr^t(graph(no)) 

fiir einen Diffeomorphismus (pt von M, wobei jetzt Hf = n + fit sei. Dies bedeutet aber 

n* = 4>*tUo, 

so dass wir die bekannte Charakterisierung trivialer Deformationen erhalten. 

3.3.6 Lie-Bialgebroide 

Wir betrachten nun noch denn Fall genauer, dass wir eine Aufspaltung von E in transversale 
Dirac-Strukturen L und L' finden konnen und {L,L*) damit ein Lie-Bialgebroid ist. Ist ujt = 
tiOi + t'^uj2 + • • • eine formale Deformation von ujq = 0, dann lautet die Bedingung, dass Lf = 
graph(a;t) eine Dirac-Struktur ist 
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Wir nehmen an, dass LOt diese Gleichung bis zur Ordnung n erfiillt. Dann folgt 

1 1 " 

dLWt + -[wt.cjt]* = t"+^(^dLa;n+i + -^[(j„+i_i,a;i]*) ..)■ 



i=l 



Um die Deformation bis zur Ordnung n + 1 fortzusetzen, miissen wir also con+i so bestimmen, 
dass die Gleichung 



1 



2 

i=l 

erfiillt ist. Im Allgemeinen wird dies nicht moglich sein, man kann jedoch zeigen, dass die 
notwendige Bedingung 

n 
i=l 

immer erfiillt ist. Dazu die folgende Voriiberlegung. Zunachst gilt fiir eine beliebige Zweiform 
u; £ r2^(L) aufgrund der Super- Jacobi-Identitat, die in diesem Fall ja auch fiir [•,•]* erfiillt ist, 
die Gleichung 

[uj, [a;,(j]*]* = 0. 

Definieren wir weiter durch 

do, = di + [uj, ■]* 
eine A-Superderivation vom Grad Eins, dann folgt 

= 0. 

Wenden wir diese Gleichung auf Uf an und betrachten die Ordnung n + 1, erhalten wir 
da;t(dLWt + ^[a;t,wt]*) = (dL + t[uji, ■]* + .. 

1 " 

[e+\dLiOn+l + -^[cOn+l-i,C0i]*)+t^^\...)) 
i=l 

1 " 

= 2*"+'dL^K+i_i,a;,]. + r+2(. 
= 



2 

i=l 



Es gibt also eine Obstruktion fiir die Fortsetzbarkeit einer formalen Deformation in der dritten 
Lie-Algebroid-Kohomologie von L. Wir werden spater sehen, dass diese Aussage auch in der 
allgemeinen Situation, also wenn L* keine Dirac-Struktur ist, weiterhin giiltig bleibt. 

3.4 Courant-Algebroide als Lie-quasi-Bialgebroide 

1st in unserer Aufspaltung E = L®L' das Vektorbiindel L' = L* ebenfalls eine Dirac-Struktur, 
dann wissen wir bereits, dass {L,L*) ein Lie-Bialgebroid ist. Setzen wir 

ip{a,/3,-f) = -{[a,/3]c,-f), 
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dann ist dadurch ein Element tp G T^{/\^L) definiert und es ist = genau dann, wenn L* 
eine Dirac-Struktur ist, und genau dann erfiillt [•, •]* die Jacobi-Identitat. Man Ifann deshalb 
vermuten, dass sich der Jacobiator von [•,•]* in Termen von tp ausdriicken lasst, und wie wir 
gleich sehen werden, vermuten wir richtig. Wir fassen ip im weiteren auch als eine Abbildung 

r°°{/\^L*) r°°(L) auf, und zwar gemafi ijj(a,(3) = - [a,/?]/,. 

Lemma 3.4.1. Filr das eben definierte ip gelten die folgenden Gleichungen: 

1. p{i^{a,P)) = p{[a,/3].) - [p{a),pmc 

2. [[a,/?]*,7]* + [[/3,7]*,q;]* + [[7,q;]*,/3]* = + ^(At)^^" + V(7,a)di/^ 

+dL(V'(a,/?,7)) 

3. p{a)'iP{p, 7, 6) - p{0)^{a, 7, 8) + p{-i)ip{a, f3, S) - p{5)iP{a, /3, 7) 

-V'([a,/3]*,7,<^) + V'([a,7]*,^><^) - f^]*, /3, 7) 

Beweis. Die erste Behauptung ergibt sicli sofort aus der Definition von ip und der Gleicliung 
[p{a),p{P)] = p{[a,(3]^). Fiir die zweite Beliauptung reclmen wir mit Hilfe der Jacobi-Identitat 
fiir die Courant-Klammer fiir alle s G T°°{L) 

([a, [/3,7]*]c + [P,h,Oi]*]c + [7, [a,/3]*]c>s) 
= 7]*]c - [/5>[">7]*]c - [[">/?]*>7]c>s) 

= (-[a,[A7]L]c + [/3,[a,7]L]c + [[a,/?]L,7]c>s) 
= -{[a,[P,^]L]c + [P,b,ct]L]c + b,[(^,P]L]c,s) + p{s){[a,(3]L,l) 
= {HP,'y]L^LO! + Z[^^„]^dL/3 + ^[a,/3]idL7 + dzi^Pia, /?, 7)) , s). 

Nun zu der dritte Aussage. Wir rechnen zunachst 

p{a)^p{P,j,5) = -p(a)([/?,7]L,<5) 

= -{[a,[(3,j]L]c,S)-{[(3,^]L,[a,6l) 

Damit folgt unter Verwendung der Jacobi-Identitat 

pia)^iP, 7, 6) - p(/3)^(a, 7, 6) + p{j)^ia, /3, S) - p{5)^{a, /3, 7) 
-'ip{[a,S]^,l3,-f) +'ip{[l3,S]^,a,j) -'ip{[j,S]*,a,l3) 

= -{[a,[f],^]Ll,S) + ([/?, [a.,-f]Ll,S) {b,[a,P]Ll,S)+p{6){[a,l3]L,l) 
= -([a, [(3,i]l]c,^) + {[(3, [(x,7]l]c,S) + {[[a, (3]l,i]c^^) 
= ([a, [P,^]4c^^) - {[(3, K7]*]c,'^) - ([[«,/3]*,7]c><^) 
= 'P{[l3,j]*,a,5) - ip{[a,j]^,l3,S) + ip{[a,P]^,j,S), 

was zu zeigen war. □ 

Die Struktur, die wir auf dem Paar {L,L*) gefunden haben, erhalt durch die folgende Defi- 
nition einen Namen. 
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Definition 3.4.2 ([40]). Sei M ein V'ektorbundel. Dann heifit {A, A*) Lie-quasi-Bialge- 
broid, wenn folgendes gilt: 

i.) {A, [■ , •],p) ist ein Lie- Algebroid. 

a.) Auf ^4* ist eine antisymmetrische Verkniipfung [-,■]* : r°°{A*)xr°°{A*) T°°{A*) sowie 
ein Vektorbiindelhomomorphismus />* : A — > TM definiert, so dass die Leibniz-Regel 

gilt. Die Jacobi-Identitat wird jedoch nicht gefordert. 

in.) Das Lie-Algebroid-Differential d^ von A ist eine Superderivation der durch [•,•]* und 
gegebenen verallgemeinerten Schouten-Nijenhuis-Klammer auf 

iv.) Es gibt ein i/j G T'^(/\^A), so dass die in Lemma 3.4.1 aufgefiilirten Gleicliungen gelten. 

Weiter heii^t {A, A*) quasi-Lie-Bialgebroid, genau dann, wenn (^4*,^) ein Lie-quasi-Bialgebroid 
ist. 

Es gilt nun der folgende Satz: 

Satz 3.4.3 ([29]). Sei {A,A*) ein Lie-quasi-Bialgebroid. Dann ist auf E = A ® A* eine 
Courant- Algebroid- Struktur gegeben. Dabei gilt fur si,S2 G T°°{A) und ai,a2 G T°°{A*) 

[si + ai,S2 + a2]c = [si,S2] +>CsiQ;2 - isgdyiai 

+ [ai,Q;2]* + 

sowie 

Pe{si + ai) = p{si) + p*(q;i), 

wobei £* = ia^A* +dA*ia gilt, und d^* wie im Lie- Algebroid- Fall durch [•,•]* und p^ definiert 
ist^. 

Mit dem bisher gezeigten konnen wir jetzt schliefsen, dass bereits jedes Courant- Algebroid, 
in dem es eine Dirac-Struktur gibt, von dieser Form ist. 

Satz 3.4.4. Sei E ein Courant-Algebroid, L (1 E eine Dirac-Struktur. Sei weiter L' ein 
isotropes Komplement zu L in E. Identifizieren wir L* vermoge der Bilinearform mit L' , so ist 
(L, L*) ein Lie-quasi-Bialgebroid und das dadurch gemdfi Satz 3.4-3 definierte Courant-Algebroid 
L® L* ist isomorph zu E. 

Bewets. Mit den Lemmata 3.3.2, 3.3.7 und 3.4.1 ist klar, dass {L,L*) ein Lie-quasi-Bialgebroid 
ist. Dass die durch E auf L ® L* gegebene Courant- Algebroidstruktur mit der durch das Lie- 
quasi-Bialgebroid {L,L*) gegebenen Struktur iibereinstimmt, ist mit Lemma 3.3.5 eine einfache 
Rechnung. □ 



*Da fiir [•,•]* die Jacobi-Identitat nicht zu gelten braucht, ist im Allgemeinen d^. ^ 0. 
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3.5 Die Rothstein-Klammer 

In der Literatur wird zur Beschreibung von Courant-Algebroiden, Lie-quasi-Bialgebroiden usw. 
oft das Konzept der Supermannigfaltigkeiten verwendet, siehe z.B. [40, 42, 41, 29]. Dabei wird 
die jeweilige Algebroid-Struktur von E in einer Funktion @ G C°°{T*IIE) kodiert, wobei die 
Gleichung 

{e,e} = o 

die erforderlichen Eigenschaften fiir das Algebroid garantiert. Dabei ist {• , •} die kanonische 
Poisson-Klammer auf der Supermannigfaltigkeit T*IIE. Die eigentliche Klammer auf E lasst 
sich dann als abgeleitete Klammer aus 6 rekonstruieren, und auf ahnliche Weise erhalt man 
audi den Anker. Wir wollen darauf nicht weiter eingehen, sondern verweisen auf die oben 
angegebene Literatur. Stattdessen verwenden wir eine dazu aquivalente Beschreibung ohne die 
Zuhilfenahme von Supermannigfaltigkeiten, allerdings zu dem Preis, dass wir einen Zusammen- 
hang auf der Dirac-Struktur L wahlen miissen. Deshalb zunachst einige Bemerkungen iiber 
Vektorbiindel und Zusammenhange. 

3.5.1 Zuriickgezogen Zusammenhange 

Sei TT : F — > M ein Vektorbiindel, N eine Mannigfaltigkeit und f : N ^ M eine glatte 
Abbildung. Mit C'^{N,F) bezeichnen wir die Abbildungen von N nach F entlang /, also 
Abbildungen s : N ^ F mit ir o s = f. Bezeichnet /"F das mit / zuriickgezogene Biindel, 
dann ist r°°(/«F) kanonisch isomorph zu CfiN, F) [37]. Sind a„ G r°°(F) lokale Basisschnitte 
von F, dann sind f^tta G T°°{f'^F) lokale Basisschnitte von pF. Denn jede Abbildung s G 
C'^{N,F) lasst sich ja lokal als s = s'^f^aa mit s"' G C°°{N) schreiben. Ein Zusammenhang 
auf F definiert nun eine kovariante Ableitung 

/«V : X{N) X Cf{N,F) Cf{N,F), 

insbesondere gilt fiir N = M und / = id 

V : X(M) X r°°(F) ^ T^{F). 

Weiter zeigt sich fiir Vektorfelder X G X{N) mit Tf{X) = 0, dass die kovariante Ableitung von 
s nach X unabhangig von dem Zusammenhang ist. Wir schreiben dann fiir VjfS einfach X{s). 

Die Christoffelsymbole des Zusammenhangs V sind lokal definierte Funktionen F^^, die in 
Koordinaten von M durch 

bestimmt sind. Fiir /"V erhalt man fiir Koordinaten von A'^ mit einer kleinen Rechnung die 
Christoffelsymbole 

Der Kriimmungstensor des Zusammenhangs V ist fiir Vektorfelder X,Y E X{M) und einen 
Schnitt s G F°°(F) definiert als 



R{X,Y)s = VxVys - VyVxs - V[x,y]S, 
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fiir /'V ergibt sich dann 

ipR){V,W)fh = /« {R{Tf{V),Tf{W))s) 

mit V,W e X{N). 

Im Folgenden betrachten wir den Fall, dass = T*M und f = t die Kotangentialprojek- 
tion ist. Auf T*M wollen wir zur Besclireibung der lokalen Ausdriicke kanonisclie Koordinat- 
en {q^,Pj) verwenden, also durch induzierte Vektorbiindelkoordinaten. Das Vorzeichen der 
kanonischen Poisson-Klammer auf T*M sei so gewahlt, dass fiir {q^,Pj) die Gleichungen 

{q',q^ = {Pi,Pj} =0 und {q\Pj} = 5i 

gelten. Die lokalen \'ektorfelder sind dann vertikal, d.h. es gilt Tt{-^) = 0, und fiir einen 
Schnitt s G T°°{f*E) ist, wie oben beschrieben, der Ausdruck 

ds „ 

Opi dpi 

unabhangig von Zusammenhang. Weiter gilt 

(T^V)^T^aa = T*{T^jT^ap sowie (r"V)^T*aa = 0. 

1st E ein Lie-Algebroid mit Lie-Klammer [ • , • ] und Anker p, dann definieren wir die Torsion 
von V durch 

T{si,S2) = Vp(sj)S2 - Vp(s2)Sl - [Si, S2], 

sowie die Torsion von rfV als 

(r«r)(r»si,r«S2) = T«(r(si,S2)). 
3.5.2 Die Rothstein-Klammer 

Sei F ^ N ein Vektorbiindel iiber einer symplektischen Mannigfaltigkeit {N, uj) und sei A der 
zugehorige Poisson- Tensor. Weiter sei auf F eine Pseudo-Metrik g gegeben, sowie ein metrischer 
Zusammenhang V mit Kriimmung R. Seien lokale Koordinaten auf U C N und seien sa 
lokale Basisschnitte von F auf U und die dualen Basisschnitte von F*. Die Kriimmung ist 
dann lokal durch 

R{di,dj)sA = RmjSb 
gegeben. Wir definieren nun einen Schnitt R G T°°{TN (g) /\^F* (g) T*N) durch 

i? = A'^gAsRcjkS^ As^ dx^. 

Elemente (X®V^®a) G r°°{TN^f\^F*^T*N) konnen wir als Abbildungen r°°{TN^/\* F*) 
r°°(rAr(g)/\'^^-F*) auffassen, wobei 

(X (g) ^ (g) a){Y (g ijj) := a(Y)X (g A ^. 

Insbesondere gilt dann 

R{X (g V) = ^diA'^gABRci9j,X)s^ A A 
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Durch Verkniipfung der Abbildungen konnen wir jetzt R^, R? usw. bilden. Da R den Grad des 
/\*i<'*-Anteils immer um zwei erhoht, ist R nilpotent und durch 

1 13 
(id -R)-^ = id +-R + -R? + ... 

2 8 

ist ein Schnitt in T°°{TM ® /\*F* ® T*M) wohldefiniert. Fiir S G T'=°{TN ® f\*F* ® T*N) sei 
der durch die Gleichung 

s = di®si® dx^ 

lokal definierte Schnitt in T°°{/\*F*). SchlieiJlich sollen i{s) bzw. j{s) das Links- bzw. Recht- 
seinsetzen von s € T°°{F) in Elemente aus r°°(/\*F*) bezeichnen. Damit konnen wir den 
folgenden Satz formulieren, fiir einen Beweis siehe z.B. [6]. 

Satz 3.5.1 (Rothstein-Klammer). Auf den Schnitten r°°(/\*F*) ist durch die Rothstein- 
Poisson-Klammer, gegehen durch 

{</., = A^^' (1 - R)"^f. A (1 - R)"^)\ A VdJ A Va,V + 9''''j{sA)(t> A i{sB)^, 

eine Super-Poisson-Klammer erkldrt, das hetfit, fiir (j) G r°°(/\'^F*), ip G r°°(/\'F*) und r] G 
r°°i/\'F*) gilt 

1. {,/,,v.}^ = -(-i)fc'{^,0}^ 

2. {0, V A r?}^ = {</., {-if^i^ A {</., r?}^ 

Wir woUen jetzt die Rothstein-Klammer fiir eine spezielle Situation bestimmen. Sei L ^ M 
ein Vektorbiindel mit /c-dimensionaler Faser iiber der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M. Sei 
auf L ein Zusammenliang V gegeben mit Kriimmung R. Seien g* lokale Koordinaten von M 
und seien Qa lokale Basisschnitte von L sowie a" dazu duale lokale Basisschnitte von L* . Auf 
L* ® L ist dann durch 

Vx{a,e) = (Vxa, Vxe) 

ein Zusammenhang definiert, der beziiglich der kanonischen Bilinearform auf L* ® L metrisch 
ist. Denn es gilt ja fiir X G X{M) und (q;i,si), (a2,S2) G r°°(L* ® L) 

Vx((q;i,si), (q;2,S2)) = Vx (0(52)) + Vx (a2(si)) 

= (Vxai,S2) + (ai, VxS2) + (Vxa2,si) + (02, Vxsi) 
= (Vx(ai, si), (a2, S2)) + ((ai, si), Vx(a2, 52))- 

Sei ^ die Kriimmung dieses Zusammenhangs. Wahlen wir 

fi, . . . , f^, . . . , f2A; = a"^, . . . a^, ai, . . . ttfc 

als lokale Trivialisierung von L* ® L, dann folgt 



-Reij lml<A,B<k 
^A-iij &rk + l<A,B<2k 
sonst. 
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Wir setzen nun F = t\L* ® L) = {t\L © L*))* mit r : T*M M. Wie oben beschrieben 
liefert der Zusammenhang auf L einen Zusammenhang auf F, und sei R dessen Kriimmung. 
Auf T*M woUen wir kanonische Koordinaten verwenden. Der Poisson- Tensor A ist dann 

durch A(dg*,dpj) = 5*- = — A(dpj,dg*) sowie A(d(5'*, df/-') = A(dp.j,djOj) = bestimmt. Beachten 
wir noch, dass der lokale Ausdruck fiir den Kriimmungstensor von R beziiglich der g-Indizes 
durch R^ij = '^*^Aij gegeben ist und fiir ein p-Index verschwindet, so erhalt man mit einer 
kleinen Rechnung die Gleichungen 



R 



wobei ijj G r°°(/\*r''(L © L*)) und R die zuvor beschriebene Abbildung zu der Kriimmung R 
ist. Damit folgt R^ = und somit 

(id-^)"5 = id+^R. 

Mit diesen Vorbereitungen kann man durch eine kleine Rechnung die Rothstein-Klammer in 
eine etwas konkretere Form bringen. 

Lemma 3.5.2 ([17]). Fiir die eben beschriebene Rothstein-Klammer auf T°° [L (B L*)) 
gilt 

a?' opi dpi aq» dpi dpj 

+ j{da)(l> A z(a")V' + i(a")0 A iida)^^. 

Dabei sind jetzt ^ und Schnitte in /\*r''(L© L*), sowie da = T^cia die zuriickgeholten Basiss- 
chnitte und entsprechend ist a" = r^a". 

3.5.3 Super-Darbouxkoordinaten 

Berechnen wir die Rothstein-Klammern fiir die Koordinatenfunktionen g',pj,a",a^ von r'^(L© 
L*), so erhalten wir die Gleichungen 





= 






{Pi^Pj}Tz = T*R^--daAdP 


{Q\da}^ 


= 


{q\d-}^ 


= 




{Pi} da}j^ 


= -r*rid^ 


{Pi^d""}^ 






{da,dfj}T^ 


= 


{d-,d^}^ 


= 


{doc,dl^}^ = ^a, 



und mit Hilfe der Leibniz-Regel ist die Rothstein-Klammer damit fiir alle Schnitte 

* G r°°(AV«(L©L*)) 

bekannt. 
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Proposition 3.5.3. Definieren wir 

dann werden durch q'^,rj,d°',dj3 alle in den Impulsen linearen Schnitte in T°°{/\'t^{L ® L*)) 
erzeugt, und es gelten die Gleichungen 

sowie 

= {n, a'^j-ji = {rj , a;?}^ = {a", a'^}^ = {da, df^}^ = 0. 
Beweis. Der Beweis erfolgt durch direktes Nachrechnen. Zunachst ist 

{q\T*rld'^Adf,}^=0 

und damit 

Weiter haben wir 

{pi-T*rld'^Adp}^ = V^ir^vld'^Ad^) 



= T 



r-rZX + rTrfJa-Aa^, 



und damit wegen der Superantisymmetrie 

{-T*VI a- A dp,p,}^ = -r* (^-^ - rj^rf^ + Tjj:^.)^ a- A dp. 

Jetzt brauchen wir noch 

{r*rf>-Aa;3,T*r|^a^Aa5}^ = r* {TlT]^){5}d^ Ads - S^d^ Adp) 



= r\Vjy.^-T]y^^)d'^Adp, 

und wir erhalten insgesamt 

Kr,}, = te,P,k + r*f^-^ + rj,rf^-r7,rMa«Aa^ 

= T*R%^daAdP + T*Ri,fa''Adp 
= 0. 

Schlie£lich gilt 

{n, d^}^ = {pi, dy}^ - {r*rf^ a" A 

= 

und genauso 



□ 
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Bemerkung 3.5.4. Man beachte, class die r^'s im Gegensatz zu den pi's keine Koordinaten auf 
T*M mehr sind, da erstere im Allgemeinen Anteile in r°°(/\Vtt(L L*) habe. 

3.6 Die Courant-Klammer als abgeleitete Klammer 

Mit den Vorbereitungen im letzten Abschnitt sind wir jetzt in der Lage, die Courant-Klammer 
auf L L* mit Hilfe der Rothstein-Klammer als abgeleitete Klammer schreiben zu konnen. 
Im Gegensatz zu der Arbeit von Roytenberg [40] verwenden wir jedoch nicht die Theorie der 
Supermannigfaltigkeiten, sondern greifen ausschliefilich auf Mittel aus der „konventionellen" 
Differentialgeometrie zuriick. 

3.6.1 Die BRST-Ladung 

Sei jetzt wieder E = L ® L* ein Courant-Algebroid mit Dirac-Struktur L. Koordinaten von 
Af bezeichnen wir mit q^,...,q^ und lokale Basisschnitte von L mit 04,..., sowie lokale 
Basisschnitte von L* mit a},. . . . Weiter definieren wir die lokalen Punktionen 

und 

= {[a^,a\,a^). 

Sei r : T*M M wieder die Kotangentialprojektion. Um die Rothstein-Klammer auf der 
Algebra r°°(/\*r''(L © L*)) bilden zu konnen, miissen wir noch einen Zusammenhang V auf 
L wahlen. Dies stellt jedoch kein Problem dar, da die fiir uns wichtigen Aussagen spater 
unabhangig von dieser Wahl sein werden. Im Folgenden werden wir, um Schreibarbeit zu 
sparen, die auf M lokal definierten Funktionen wie F^^, c^^ usw. und die entsprechenden auf 
T*M zuriickgezogene Funktion mit dem gleichen Symbol bezeichnen. 
Sei T die Torsion auf L, also 

Tip = Pi^aYTl 

und T die Torsion auf L* , 

ff = pia'^yVf^ 

Weiter bezeichnen wir mit J' : X{M) C°°{M) die Abbildung, die einem Vektorfeld die 
dadurch gegebene lineare Funktion auf T*M zuordnet, also J{X){a) = {X\m, ct) = a^X^) fiir 
a e T*M\ra. 

Satz 3.6.1. Durch die Definitionen 

fi = - J(/9(a«))a° + ^Tj^a" A A 
= -Ti piaaTa"' - ^cl^a" A A 

und 
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sind zwei globale Schnitte in /\*t^{L © L*) gegeben. Weiter sei 

V'("ii"2,a3) = -(["i,a2]c>«3), 
wobei wir ip als Schnitt in /\^t'^{L L*) auffassen. Lokal ist ip also von der Form 

i.) Fiir alle si,S2 G T°°{/\'L) gilt 

{{h,fJ'}Ti,S2}-,^ = T*[S1,S2], 

undfiir alle a G r°°{/\'L'') ist 
a.) Fiir alle a,/3 G r°°{/\'L*) gilt 

{{">7}7i>/^}K = ^"[0;,/?]*, 

und fiir alle si G r°°(/\*L) ist 

= r^di* si. 

Hi.) Sei Q = 11 + ^ + ip. Dann gilt fiir alle 61,62 G r°°{E) 

{{ei,0}7i,e2}^ = T^[6l,62]c 

sowie fiir f G C°°(M) 

{e,T7k = r«P/, 

beziehungsweise 

{{ei,0k,T*/}^ =r*(p(ei)/). 

Beweis. Zunachst rechnet man nach, dass die beiden fiir // angegebenen Ausdriicke tatsachlich 
iibereinstimmen. Mit dem Transformationsverhalten fiir die Torsion Tj^ folgt weiter, dass fx 
als globaler Schnitt wohldefiniert ist. Fiir 7 gelten natiirlich die analogen Aussagen. 

i.) Wenn wir in unseren Super-Darbouxkoordinaten rechnen, erhalten wir leicht folgende 
Gleicliungen, wobei f,g £ C°°(M) 

{r*f,r*g}^ = 0, 

{{au,l^}Ti,T*f}n = T*ip{aiy)f) =r*[a,,,f]. 
Damit sieht man, dass fiir si G r°° {/\'' L) , S2 G r°°(/\'L) durch 

[si,S2]u, = {{si,^l}K,S2}n 

eine Abbildung 
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definiert ist. Weiter gilt {si,S2}^ = 0, und mit der Jacobi-Identitat fiir die Rothstein- 
Klammer folgt 

also die Superantisymmetrie fiir [•, -Jju. Mit Hilfe der Leibniz-Regel folgt jetzt 

fiir alle si,S2 G r°°(/\'L) und damit der erste Teil von «.). 
Weiter rechnen wir leicht nach, dass 

{/i,r7k = p(aa)/a- = T«(dL/) 

sowie 

{M,a"}^ = -^c$^d^ A = r^d^a'^ 

womit i.) gezeigt ist. 
ii.) Analog zu i.) 

Hi.) Seien si,S2 G T°°{/\''L) und 771,772 G r'^{f\^L*). Dann gilt 

{a<^l^?l}7^ = r^iiMvi) {m,a„}^ = r''(j(ai.)7?i) = -(-l)V'(i(a,,)?7i) 

K,5i}^ = T«(i(a-)si) {5i,a''}^ = r*(j(a-)si) = -(-l)M(i(a'^)si) 

Damit folgt insbesondere 

{{m,^}K,?72}K = T*[77l, 772]L• 
Mit dieser Vorbereitung kann die Behauptung jetzt leicht nachgerechnet werden, z.B. gilt 

{{sl,^J'}^^,m}■,^ = {/^, {^i , + {si, {/i, 772}^}^ 

sowie 

Rechnet man die restlichen Terme in 

{{si+f}i,®}m.h+fl2}^ 

auf ahnliche Weise aus, erhalt man insgesamt die in Satz 3.4.3 angegebene Gleichung fiir 
die Courant-Klammer. Au£erdem gilt 

{e,r7k = r«(di/ + di./) = r«P/, 

bzw. mit e G T°°{L L*) 

{{©, ek, /k = {©, {e, /kk + {e, {©, /kk = r*{p{e)f). 

□ 
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Bemerkungen 3.6.2. i.) In Analogic zur BRST-Quantisierung nennen wir G auch BRST- 
Ladung, vgl. z.B. [7, 6, 17]. 

ii.) W'eiter beachte man die formale Ubereinstimmung unserer Ausdriicke fiir und 7, notiert 
mit Hilfe der Super-Darbouxkoordinaten, mit den in [40] angegebenen Ausdriicken. 

Da die Abbildungen r* bzw. injektiv sind, konnen wir Elemente in r°°(/\*(L L*)) mit 
ihren Bildern in r°°(/\*r'^(L® L*)) identifizieren. Wir werden deslialb beispielsweise fiir s = r's 
im folgenden einfach wieder s schreiben. Da /i und 7 die einzigen Elemente in r°°(/\*r''(L©L*)) 
sind, die nicht im Bild von liegen und wir im weiteren betracliten werden, sollte dadurch 
keine Verwirrung entstehen. 

Proposition 3.6.3. Fiir das oben definierte Q gilt {O, Q}^ = 0, oder dquivalent dazu 

{7,^k = 0. 

Beweis. Seien ei, 62, 63 G r°°{E) und f,gE: C°°{M). Mit der Jacobi-Identitat fiir die Rothstein- 
Klammer rechnen wir zunachst, dass 

^^([[ei,e2]c,e3]c) = {{{{ei, 0},^, 62}^, 6}^, 63}^ 

= {{{ei,©},^, {62,6}^}^, 63}^ -{{{{ei,0}7j>0}7i'e2}^,e3}^ 
= {{{ei, ©k, 63}^, {62, G}^}^ + {{ei, 6}^, {{62, Q}^, 63}^}^ 

+ 2{{{{®' ©}k ' eik, 62}^, 63}^ 

= r"([[6l, 63]c, 62]c + [61, [62, 63]c]c) + ^{{{{©^ ©Itj > ^l}^ , 62}^ , 63}^ . 

Aufgrund der Jacobi-Identitat fiir die Courant-Klammer gilt damit die Gleichung 

{{{{6,8}^, 61}^, 62}^, 63}^ =0. 
Die Aussage p([6i,62]c) = [p(6i), p(62)] iibersetzt sich auf ahnliche Weise zu 

{{{{e,e}^,6i}^,62}^,/}^ = o, 

und schliefilich liefert {Vf, Vg) = mit 

THVf,Vg) = {{©,/}^,{0,<7kk 

= {mf}^Mn,9}^-{®d{@J}n,9}n}n 

= ^{{{©,©k,/k,5k 

die Gleichung 

{{{©,0k,/k,ff}7^=O. 

Wenn wir uns jetzt aber die Definition von /j,, 7 und tp genau anschauen, dann erkennt man, 
dass {@,Q}^ nur Terme der folgenden Form enthalt: 
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1 . Zuriickgezogenen Schnitte in /\^t\E®E*). 

2. Produkte von einem rj mit einem zuriickgezogenen Schnitt in /^t^{E®E*). 

3. Produkte von r^rj mit einer zuriickgezogenen Funktion. 

Durch die Giiltigkeit der obigen Gleichungen fiir beliebige Schnitte in E und Punktionen auf 
M kann man folgern, dass keine der drei genannten Typen in {0,G}^ vorkommen kann und 
somit {0, 6}^ = sein muss. Die Gleichungen fiir /x, 7 und ergeben sich durch Sortieren 
nach dem Grad, wobei wir z.B. den Geistgrad gh verwenden konnen, der fiir ein Element in 
G V°°{T*{f\^E® f\^)) C V°°{f\^''^T^{E®E*)) durch g\i<l) = {I - k)^ gegeben ist. Da gh eine 
Derivation der Rothstein-Klammer ist [17], kann damit die Behauptung gefolgert werden. □ 

Bemerkung 3.6.4. Die Gleichung {/j,, /j,}^ = ist die Jacobi-Identitat fiir die Klammer auf L, 
wohingegen ^{7,7}^ + {/i, V-'},^ = die zweite Gleichung in Lemma 3.4.1 liefert. {^,7},^ = 
bedeutet die Vertragiichkeit von mit der Klammer [•,•]*, und {7,V'}tc = ist die dritte 
Gleichung von Lemma 3.4.1. Wir erhalten jetzt also auf einfache Weise die Ergebnisse wieder, 
die wir zuvor miihsam nachgerechnet hatten. 

3.6.2 Proto-Bialgebroide 

Wir haben gesehen, wie wir einer Courant-Algebroid-Struktur auf L ® L* ein Element Q G 
T°°{f\*T^{L © L*)) mit {6,G},^ = zuordnen konnen, so dass sich die Courant-Klammer mit 
Hilfe von 6 und der Rothstein-Klammer als abgeleitete Klammer schreiben lasst. Umgekehrt 
kann man auch durch die Vorgabe eines geeigneten @ G r°°(/\*r''(L © L*)) mit {6,G}^ = 
das Biindel L ® L* zu einem Courant-Algebroid machen. Dabei muss Q so gewahlt werden, 
dass die Ausdriicke 

{{ei,0}7j,e2}^ 

sowie 

fiir zwei zuriickgezogene Schnitte ei und 62 sowie eine Funktion / G C°°{M) wieder einen 
zuriickgezogenen Schnitt von L ® L* definieren, also in t^{T°°{L ® L*)) liegen. Damit diirfen 
die beiden oben genannten Ausdriicke nicht von den Impulsen p abhangen, und mit einem 
Blick auf die in Lemma 3.5.2 angegebene Form der Rothstein-Klammer folgt, dass Q hochstens 
quadratisch in den Impulsen p sein darf. Um die erste Bedingung weiter zu untersuchen, 
bezeichnen wir mit V die in den Impulsen p polynomialen Elemente aus T°°{/\*t^{L® L*)) und 
definieren durch 

d 

e = Pi— + aa /\ i{a°') 
dpi 

und 

d 

X = Pi— + a"" A i{aa) 

dpi 

eine Bigradierung auf V . Ein Element <E V hat den Bigrad wenn die Gleichungen 

£^ = k"^ und = i'^ erfiillt sind. Wir schreiben dann ^ G V^'^ . Weiter sei der Totalgrad 
durch die Summe 

X = e + A 

gegeben. 
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Betrachtet man wieder die Formel fiir die Rothstein-Klammer, so erkennt man, dass fiir 
* G r°°(/\Vf (L e L*)) mit x($) = und xi'^) = ^* die Gleichung 

x({$,*k = (fc + ^-2){ci>,vI/}^ 

folgt, d.h. die Rothstein-Klammer ist vom Grad —2 fiir die x-Gradierung. Es gilt nun der 
folgende 

Satz 3.6.5. Sei G G r°°(/\V''(L © L*)) vom x-Grad drei, d.h. es gilt x(e) = 3G. Dann ist 
durch 

T^[ei,e2]0 = {{ei,e}^,e2}^ 
erne Klammer auf T°°{L L*) und durch 

r«(p(ei)/) = {{ei,e}^,r*/k 

ein Vektorbiindelhomomorphismus p : L ® L* —>■ TM definiert. Ist aufierdem {Q, 0}^ = 
0, so wird L (B L* durch diese Konstruktion zusammen mit der kanonischen symmetrischen 
Bilinearform zu einem Courant-Algebroid. 

Die zweite Aussage folgt dabei mit Rechnungen wie beim Beweis zu Lemma 3.6.3. Man 
vergleiche auch die entsprechenden Rechnungen mit Hilfe von Supermannigfaltigkeiten in [40, 
29] sowie allgemeine Betrachtungen zu abgeleiteten Klammern in [28]. 

Ein Element Q mit Totalgrad drei ist von der Form 

e = (j) + ij. + j + tp 

mit G r°^^ = r^i/\^L*), n = V^'^, 7 G ^ g p3,o ^ Y^{/\^L*). Durch Sortieren 

nach den Graden erhalt man das folgende, zu {B, 0}^ = aquivalente. System von Gleichungen: 

H/^'Ai}7i + {7,0},^ = 
= 0. 

Wie in Satz 3.6.1 konnen wir durch ^ und 7 abgeleitete Klammern auf L bzw. L* sowie die 
entsprechenden Anker definieren. Die Jacobi-Identitat auf L ist dann aquivalent zu (p = 0. In 
diesem Fall wird (L, L*) zu einem Lie-quasi-Bialgebroid, wie in dem von uns bisher betrachteten 
Fall. Analog folgt die Jacobi-Identitat auf L* genau dann, wenn ■0 = gilt, und {L,L*) ist 
dann ein Quasi-Lie-Bialgebroid. Im allgemeinen Fall, wenn also weder auf L noch auf L* die 
Jacobi-Identitat zu gelten braucht, nennt man {L,L*) Proto-Bialgebroid, vgk [29]. 

Bemerkung 3.6.6. Die glatte Deformation einer Dirac-Struktur L kann nach Lemma 3.2.7 als 
triviale Deformation der Courant-Algebroidstruktur aufgefasst werden, so dass L auch fiir das 
deformierte Algebroid eine Dirac-Struktur bleibt. Dies iibersetzt sich zu einer trivialen Defor- 
mation 0t von Q = 11 + ^ + 11), S.0 dass der P'^'^-Anteil von 6^ fiir alle t Null ist. Das kann 
man auch auffassen als die Deformation des Lie-quasi- Algebroids {L,L*) derart, dass die auf 
L (£) L* definierten Courant-Algebroidstrukturen isomorph sind. Dies ist der Ausgangspunkt 
der Betrachtungen in [42], was auf die gleiche Bedingung fiihrt, die wir in Satz 3.7.3 erhalten 
werden, nur formuliert in der Sprache der Supermannigfaltigkeiten. 
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3.7 Obstruktion fiir die Fort set zbarkeit von Deformationen 

Der Hauptgrund fiir die Einfulirung der Rotlistein-Klammer ist, dass wir jetzt audi den ku- 
bischen Term in der Bedingung fiir die Deformation aus Lemma 3.3.9 systematisch behandeln 
konnen. 

Lemma 3.7.1. 5eien wi, ^2, f^s G r°°(/\^L*) und si, 82,83 &r°°{L). Dann gilt 



{s3,{s2,{si,{{{ip,u;i}^,uj2}^,u;3}n}'R}n}n = - V' ^(•S,r(l)), '^2(s,r(2)), ^sIsttCs))) 
Insbesondere ist also ^ 

wobei Toj{si,S2,S3) = ([a;(si),a;(s2)]c, ^(53)) gilt. 

Beweis. Die Behauptung rechnet man mit Hilfe der Jacobi-Identitat nach, wobei man beachtet, 
dass Terme der Form 

{{{V',w}r,^^}7j>Wi(s1,S2)}k 

usw. verschwinden. □ 

Um Schreibarbeit zu sparen, formulieren wir folgendes 
Lemma 3.7.2. Durch die Forderung 

ist eine super- antisymmetrische Abbildung 

definiert. 

Beweis. Da ip ein zuriickgezogener Schnitt ist und damit auch die reclite Seite der Definitionsgle- 
ichung einen zuriickgezogenen Schnitt ergibt, folgt zusammen mit der Injektivitat von r", dass 
[•,-,• ]^ wohldefiniert ist. Die Antisymmetrie erhalt man aus der Super- Jacobi-Identitat fiir die 
Rothstein-Klammer, wobei man beachtet, dass Terme der Form {rji,r]2}j^ usw. verschwinden. 
Die Aussage iiber die Grade folgt, da ^p den Totalgrad 3 und die Rothstein-Klammer den den 
Grad -2 hat. □ 

Mit dieser Definition ist jetzt also T^^ = ^[oj , uj , uj]^ . Damit haben wir folgende Umfor- 
mulierung von Satz 3.3.9. 

Satz 3.7.3. Sei E ein Courant-Algebroid mit Dirac-Struktur L und sei L' ein isotropes Kom- 
plement zit L. Identifizieren wir E mit L (B L* , dann ist graph(a;) fiir eine Zweiform u auf L 
genau dann eine Dirac-Struktur, wenn die Gleichung 

beziehungsweise die dquivalente Gleichung 

dio; -I- ^[a;,a;]* -\- ^[uj,uj,uj]^ = 

erfiillt ist. 
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Lemma 3.7.4. Sei fiir ein uo G r°°(/\^L*) durch 

= di + [w, •]* + ^[w,a;, 

eine Abbildung d,^ : r°°(/\*L*) — > r°°(/\'L*) definiert. Dann ist eine Superderivation 
beziiglich des Dachprodukts vom Grad eins, und es gilt die Identitdt 



bzw. 



doj(dLiO + ^[UJ,L0]* + ^[LO,LO,LOy^ = 0. 



Beweis. Das durch d^, eine Superderivation vom Grad eins gegeben ist, folgt leicht aus den 
Eigenschaften der Rothstein-Klammer. Die zu zeigende Gleichung schreiben wir zunachst ein- 
mal aus, wobei wir bereits die Identitat {iJ.,ijj}^ + ^{TjTItj = verwenden. 

- ^{{{{7, tItj > ^}-K , ' ^Ik + {{^' 7k ' {/^' ^}tz }tz 

+ 7}tz > 7}k , ^^}ti}ti + ^{W, 7}n , {{{V', ^^Itj , '^Itj > ^}tz}tz 

+ ^{{{V', ^^Itj , '^k, {/^, '^ItjIk + ^{{{V', , , { V> 7}k > ^IkIk 

Die Behauptung ergibt sich jetzt init den folgenden Gleichungen, die man mit Hilfe der Super- 
Jacobi-Identitat nachrechnet. 

"J {{{{7,7}K'^}7J>'^}7^>'^}7i =HW,l}TzdW^l}TZ^^}Tz}TZ 

Hi.) = {{{{{7,V'k,a;k,a;k,a;k,a;k 

= 6{{{tl;,uj}^,u}^,{{uj,j}^,uj}^}^+4{{{^,uj}.^,u;}^,{{u,j}^,u}^}^ 

iv.) = {{{{{{tlj,'ip}^,uj}^,uj}^,uj}^,uj}.^,uj}^ 

□ 



Mit diesen Vorbereitungen konnen wir jetzt die Obstruktion fiir die Fortsetzbarkeit von De- 
formationen bestimmen. Der folgende Satz liefert das zentrale Ergebnis dieser Arbeit. 
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Satz 3.7.5. Set E = L @ L* ein Courant-Algehroid mit Dirac-Struktur L und sei durch uJt = 

eine formale Deformation von L der Ordnung N 

gegeben, d.h. die Gleichung 

1 1 

ist his zur Ordnung N erfiillt. Dann ist 

1 ^ 1 

Rn+1 = "2 y^['^ii^iV+l-i]* — g ^ [^^i,i^j,i^k]ip 

i=l i+j+k=N+l 

geschlossen beziiglich d^, und die Deformation tot Idsst sich genau dann bis zur Ordnung + 1 
fortsetzen, wenn Rn+i exakt ist. Die Obstruktion fiir die Fortsetzbarkeit einer Deformation 
liegt also in der dritten Lie-Algebroidkohomologie der Dirac-Struktur L. 

Beweis. Sei lon+i G r°°(/\^L*) und co'^ = u)t + t^^^iON+i- Wir rechnen zunachst die (iV + l)-te 
Ordnung der Deformationsbedingung aus. 

/ 1 ^ 1 \ 

= t-^+M diWAT+i + -^[c^i,a;Ar+i-i]* + - ^ [u;i,Uj,u;k\^j + t^+'^ . . . 

^ i=l i+j+k=N+l ^ 



Wir konnen die Deformation also genau dann fortsetzen, wenn wir ein a;iv+i mit 

dLt^JV+l = -Ra^+i 

finden. Dass Rn+i geschlossen ist, ergibt sich mit Lemma 3.7.4 durch Anwenden von d^^/ auf 
die Deformationsgleichung. 

^ i=l i+j+k=N+l ^ 

Da der Ausdruck in jeder Ordnung von t einzeln Null sein muss, folgt damit die Behauptung. □ 

Bemerkung 3.7.6. Wir erhalten damit also die bekannten Ergebnisse aus der Deformationstheo- 
rie von Poisson-Tensoren oder prasymplektischen Formen wieder, vgl. die Abschnitte 3.3.4 und 
3.3.5. Weiter sehen wir, dass die Obstruktion fiir die Fortsetzbarkeit, die ja durch die dritte 
Lie-Algebroidkohomologie von L gegeben ist, unabhangig von der Wahl des zu L komplemen- 
taren Biindels L' und des Zusammenhangs auf L ist. Schliei^lich sei noch erwahnt, dass die 
Klassifikation der Aquivalenz von Deformationen in diesem Fall im Allgemeinen nicht durch 
die zweite Lie-Algebroidkohomologie von L gegeben ist, vgl. auch die Folgerungen 2.1.3 und 
2.3.13. Zwar ist das fiir Poisson-Mannigfaltigkeiten noch richtig, fiir prasymplektischen Man- 
nigfaltigkeiten haben wir jedoch in Abschnitt 3.3.4 gesehen, dass das Verschwinden der zweiten 
deRahm-Kohomologie fiir die Starrheit noch nicht hinreichend ist. 



A Lie-Algebroide, Lie-Bialgebroide und die 
Schouten-Nijenhuis-Klammer 



Wir wollen hier einige Definitionen und grundlegende Aussagen zu Lie-Algebroiden und ver- 
wandten Themen auffiihren. Fiir ausfiihrlichere Darstellungen siehe z.B. [35, 10]. 

Definition A.l ([10]). Ein Lie-Algebroid ist ein \'ektorbundel E ^ M iiber einer Mannig- 
faltigkeit M zusammen mit einer Lieklammer [• , • ] auf den Schnitten V^i^E) von E^ sowie einem 
Vektorbiindelhomomorphismus p : E ^ TM, genannt Anker, so dass folgende Leibnizregel gilt: 

[ei,fe2] = /[ei,e2] + (p(ei)/)e2 ffir alle ei,e2 € r^iE),fe C°°(M). 

Bemerkung A. 2. Man kann zeigen [30], dass fiir jedes Lie-Algebroid der Anker ein Liealgebren- 
homomorphismus p : r°°{E) X{M) = r°°{TM) ist, 

P([ei, 62]) = [p(ei), p(ei)] fiir alle ei, G r~(£;). 

Beispiele A. 3. i.) Das Standardbeispiel fiir ein Lie-Algebroid ist das Tangentialbiindel TM 
einer Mannigfaltigkeit M mit der Lie-Klammer von Vektorfeldern und der Identitat als 
Anker. Ebenso wird jedes integrable Unterbiindel von TM ein Lie-Algebroid. 

ii.) 1st der Anker p = 0, dann ist E ein Biindel von Lie-Algebren. Insbesondere ist jede 
Lie- Algebra g mit dem Anker p = ein Lie-Algebroid iiber einem Punkt. 

Definition A. 4. Sei E ein Lie-Algebroid. Dann definieren wir die Abbildung 

dE ■■ r°^{A''E*) ^ r°°{f\''+^E) 

durch die Forderungen 

dsfiei) = p(ei)/ 

und 

fe+i ^ 
dEa;(ei,...,eA;+i) = ^(-1)*+V(ei)w(ei, • ? • , e^+i) 

1=1 

i<j 

fiir alle / G C°°{M) und ei, . . . , e^+i G r°°(i?). Wir nennen dg das Lie-Algebroiddifferential 
von E. 

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass dg eine Superderivation beziiglich des Dachprodukts 
ist. Fiir den Fall E = TM ist de das gewohnliche deRahm-Differential, und es gilt dann d% = 0. 
Mit Hilfe der Jacobi-Identitat fiir [ • , ■ ] lasst sich diese Aussage jedoch auch allgemeiner zeigen. 
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Lemma A. 5. Fur das Lie-Algebroiddifferential dE gilt = 0. 

Wir konnen aber auch umgekehrt vorgehen unci mit Hilfe eines Differentials auf der Grass- 
mannalgebra r°°(/\*£'*) das V'ektorbiindel E zu einem Lie-Algebroid machen. 

Satz A. 6. Sei E ein Vektorbiindel und 

dE •■ r°°{f\''E*) r°°{/\''+^E) 

eine Superderivation von Grad eins. Dann ist durch die Definitionen 

p{e)f = dEfie) V/ € C~(M), 

a([ei, 62]) = /9(ei)(a(e2)) - p(e2)(a(ei)) - dEa(ei,e2) Va e r°°(L*) 
eine W-bilineare, antisymmetrische Verkniipfung aufT°°{E) gegeben, die die Leibniz-Regel 

[ei,/e2] = /[ei,e2] +p(ei)/e2 

erfiillt. Genau dann erfiillt [• , •] die Jacobi-Identitdt und {E,[ - , - J,/?) ist ein Lie-Algebroid, 
wenn d|; = gilt. 

Die Lieklammer auf den Schnitten T°°{E) kann mit Hilfe des Ankers zu einer Super-Lieklam- 
mer auf ganz T°°{/\*E) erweitert werden. 

Definition A. 7. Sei {E,[-,-],p) ein Lie-Algebroid und sei P G T°°{/\''E). 
i.) Die Superderivation 

ip : r°°(A*£^*) ^ V'=^{/\-^E) 

ist durch die Forderungen 

ifu = fuj fiir / G C~(M) 

und 

^eiA...Aefc = ?ei • • • "^6^ 

fiir ei, . . . , Cfc G T°°{E) definiert. 
a.) Die Lieableitung 

Cp : T^{f\*E*) r°°{/\-''+^E*) 

ist durch 

Cp = [ip,dE] = ipdE - {-l)''dEip 

gegeben. 

Definition A. 8. Durch die Forderung 

i[p,Q] = [U,iQ] = CpiQ - (-1)(^-i)(^-i)zq£p 

fiir P G V°°{^E) und Q G r°°(A^^) wird die Lie-Algebroidklammer auf ganz r~(/\'£;) 
fortgesetzt. Diese so erhaltene Klammer hei£t Schouten-Nijenhuis-Klammer oder auch kurz 
Schouten-Klammer. Zur Wohldefiniertheit dieser Abbildung siehe z.B. [35]. 



A Lie-Algebroide 



83 



Satz A. 9. Dte Algebra (r^{/\'E), [•, •], A) ist eine Gerstenhaber-Algebra, dass heifit fiir P G 
r°°{/\''E),Q e r°°{/\^E) und R G V°°{f\'E) gilt die Super- Antisymmetrie 

[P,Q] = -(-l)M(^-i)[Q,P], 

die Super-Jacobi-Identitdt 

[P, [Q, R]] = [[P, Q],R] + [Q, [p, i^]] 

sowie die Super- Leibniz- Regel 

[P, Q^R] = [P,Q]^R+ {-if^-^^^Q A [P, R]. 

Insbesondere wird mit der Schouten-Nijenhuis-Klammer die Algebra der Multivektorfelder 
j£*(M) = V°°{f\^TM) auf kanonische Weise zu einer Gerstenhaber-Algebra. 

Fiir Funktionen /, 5 G C°°{M) und faktorisierende Schnitte P = XiA. . .AXk, Q = YiA. . .AY^ 
erhalten wir fiir die Schouten-Nijenhuis-Klammer die Gleichungen 

[f,9] = 0, 

k 

[f,P] = -M^/P = ^(-irXi(/)XiA.:. AXfe, 
i=l 

^ ^ i j 

i=i j=i 

Umgekehrt hatten wir die Schouten-Nijenhuis-Klammer auch durch diese Gleichungen definieren 
konnen, siehe z.B. [50]. 

Definition A. 10 ([34]). Ein Lie-Bialgebroid ist ein Paar {E,E*) von dualen Vektorbiindeln, 
wobei {E, [• , •],p) und {E* , [• , -J^^jp*) Lie-Algebroide sind, so dass das Lie-Algebroiddifferen- 
tial dg* von E* eine Superderivation der Schouten-Nijenhuis-Klammer auf E ist, d.h. fiir alle 
P G T°°{/\''E) und Q G r°°{/\^E) gilt 

dE*[P,Q] = [dE*P,Q] + {-l)''-^[P,dE*Q]. 

Das folgende Lemma zeigt, dass die Definition nur scheinbar asymmetrisch in E und E* ist. 

Lemma A. 11 ([27])). {E,E*) ist genau dann ein Lie-Bialgebroid, wenn {E*,E) ein Lie- 
Bialgebroid ist. 

Fiir ein Lie-Bialgebroid {E,E*) ist also auch das Lie-Algebroiddifferential d^ von E eine 
Superderivation der Schouten-Nijenhuis-Klammer auf E* . 
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B Formale Reihen 



Wir geben noch eine sehr kurze Darstellung iiber die Grundlagen der Theorie formaler Poten- 
zreihen. Fiir die Beweise der folgenden Aussagen sowie weiterfiihrende Informationen siehe z.B. 
[39, 49, 50]. 

Sei V ein Vektorraum, oder allgemeiner ein Modul iiber einem Ring R, dann bezeichnen wir 
die Menge aller Folgen {vn)neN in ^ niit 

yM = llVk mit Vk = v yk 

iteN 

und schreiben Elemente in V[[t]] als formale Potenzreihen in dem formalen Parameter t, 

oc 

■ut = ^ t'^Vk mit Vk e V. 
k=o 

Es sei betont, dass wir hier keinerlei Konvergenz der unendlichen Reihe fordern. Durch glied- 
weise Multiplikation mit Elementen aus R sowie gliedweise Addition wird V[[t]] auf kanonische 
Weise zu einem R-Modul. Durch die Definition 

(oo \ / oo \ oo k 

i=0 J \j=0 J k=Q i=Q 

wird V[[t]] sogar zu einem Modul. 

1st V eine Algebra, so wird auch V[[t]] durch die Forderung 

(oo \ / oo \ oo k 

i=o ) \j=0 / fc=0 ^=0 

zu einer Algebra. Dies erklart auch die Schreibweise als formale Reihen. 

1st = 1 + twt eine formale Reihe mit einer beliebigen formalen Reihe wt G ^[[i]] fiir eine 
assoziative Algebra V mit Eins, so ist durch 

oo 
fe=0 

das Inverse von Vt erklart, wie man durch direktes Nachrechnen zeigt. 

Im folgenden wollen wir zusatzlich annehmen, dass der Ring R die rationalen Zahlen enthalt, 
Q C R. Dann konnen wir die Exponential- und Logarithmusfunktionen von formalen Reihen 
bilden, indem wir 

oo 

ex.p{twt) = 

k=0 
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und 



oc 



ln(l + twt) = ^ 



(-1) 



k 



k=l 



definieren. Es gelten dann Rechenregel analog zu den fiir exp und In bekannten Regel. Ins- 
besondere ist exp auch hier die Umkehrfunktion zu In. Wir konnen deshalb eine formale Reihe 
Vt = 1 + twt, die in unterster Ordnung mit der Eins beginnt, immer als exp(tut) schreiben, 
wobei dann = ln(l + twf) gilt. 

Weiter definieren wir das Anwenden einer formalen Reihe 



oo 



<l>t = Y,t'<Pi eRom{V, Wm] 



i=0 



von Abbildungen (f)i : V ^ W auf eine formale Reihe Yl'jLo^'''^j ^ ^[M] durch 





auffassen. Tatsachlich sind 
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